Pacioli

Biografia (Itélia, 1445-1517).

Matematico da Renascenga, contemporaneo

de Leonardo da Vinci. A sua obra mais importante foi

0 Summa de Arithmetica, embora tenha sido também
o autor do primeiro manuscrito inteiramente dedicado
a matematica recreativa.
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JOGAR . COM A MATEMATICA
DOS GENIOS

10 MATEMATICOS, 10 QUEBRA-CABECAS, 10 LIVROS DE BOLSO.
DE TALES A CONWAY, CADA LIVRO CONTEM INFORMAGAO SOBRE

A VIDA E OBRA DE UM DOS MAIORES MATEMATICOS DA HUMANIDADE,

BEM COMO A DESCRIGAO E ANALISE DE UM ‘PUZZLE’, QUE E
REPRODUZIDO EM MADEIRA E FAZ PARTE DESTA COLECGAO.

Veremos que Arquimedes inventou um puzzle diabdlico ha mais de dois mil anos
(Stomachion) ou que o Pentagrama, tao respeitado pelos pitagdricos, também era
um jogo de tabuleiro. E ficaremos a saber que Conway desenvolveu uma teoria

de jogos, que em Africa se pratica um complexo jogo aritmético ha séculos e que

o grande filosofo e matemético Leibniz promovia os jogos de tabuleiro asiaticos.
Ou ainda que a teoria dos fractais de Mandelbrot est4 associada também a ‘puzzles’,
como as Torres de Handi, que o popular jogo dos 15 é um exercicio de Teoria

de Grupos e que Euler, ha 300 anos, ja estudava o percursor do Sudoku. E para além
de falarmos sobre alguns dos jogos que os arabes introduziram na Europa ha mais
de mil anos, neste primeiro livro aprenderemos também que a célebre sucessao

de Fibonacci, que nasceu na resolu¢io de um problema sobre criacéo de coelhos,

¢ util na concepgao de um quebra-cabegas geométrico.

Divirta-se e aprenda matemética com os jogos que desvendam o raciocinio

de alguns dos maiores génios da Historia.
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LUCA PACIOLI uca Pacioli (c.1445 - 1517) nasceu em Sansepolcro,

em Itdlia, a mesma terra natal de Piero della Fran-
cesca (1410-1492) de quem pode ter sido aluno.
Ainda jovem, foi trabalhar como tutor dos trés

filhos do comerciante Rompiansi, em Veneza, a0 mes-
mo tempo que estudava Matematica. Foi a estes trés
jovens que dedicou a sua primeira obra de Aritmética,
em 1470. Neste ano, deslocou-se a Roma, onde contac-
tou com Leone Battista Alberti (1404-1472), o autor do
primeiro livro sobre perspectiva, Della pittura, tendo-se
tornado o maior especialista no assunto.

RETRATO DE LUucCA PACIOLLI,
POR JACOPO DE BARBARI (1495).

A nova perspectiva, AQUI ILUSTRADA
POR DURER (1525)
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Pouco depois, tornou-se monge franciscano, o que
lhe conferiu a designagdo habitual de Fra Luca . Ap6s os
respectivos estudos teoldgicos, dedicou-se a viajar ensi-
nando Matematica, tendo ministrado, nomeadamente
em Perugia, Ndpoles, Veneza e Roma.

Regressou a Sansepolcro em 1494, ano em que publicou
a sua obra mais importante, a Summa de arithmetica, geo-
metria, proportioni et proportionalita, obra que dedicou a
Guidobaldo da Montafeltro, duque de Urbino, que, acre-
dita-se, pode ter sido seu pupilo. Alids, Luca posou para
a pintura de Piero della Francesca do altar da Igrejade S.
Bernardino, em Urbino, para a figura do Martir S. Pedro.

ALTAR DA IGREJA DE S. BERNARDINO

ALTAR DA IGREJA DE S. BERNARDINO
(PORMENOR)

Em 1497, Luca Pacioli foi convidado para a corte de
Ludovico Sforza, onde conheceu Leonardo da Vinci
(1452 - 1519), com quem viria a colaborar intimamente,
nomeadamente quando, fugindo aos invasores france-
ses, se mudaram para Florenca, em 1499.

A colaboracdo mais bem registada entre estes dois
eruditos deu-se na obra de Luca Pacioli, Divina propor-
tione, publicada em 1509, dedicada principalmente a ra-
zdo de ouro, a que nos referimos ja, quando faldmos da
sucessdo de Fibonacci.
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AUTO-RETRATO DE LEONARDO DA VINCI

Trata-se da razdo de comprimentos que se obtém
quando se divide um segmento em dois, de tal forma que
o comprimento inicial estd para o maior como o maior
estd para o menor. Eis um exemplo de sec¢do de ouro:

L4 - -

Na Divina proportione, Luca Pacioli estuda a secgdo
durea e as suas relacdes com a Arquitectura e os sélidos
regulares, assuntos que também interessavam muito
a Leonardo da Vinci. As ilustra¢des desta obra foram

efectuadas por Leonardo, talvez o inico pintor da época
capaz de produzir esse tipo de imagens dos esqueletos
dos poliedros regulares.

ILUSTRACAO DE LEONARDO DA VINCI
PARA A DIVINA PROPORTIONE

Na parte da Divina proportione dedicada a Arquitectu-
ra, Pacioli baseia-se em Vitruvio (séculoIa.C.), 0 grande
arquitecto romano, cuja obra foi recentemente traduzi-
da entre nés (Tratado de Arquitectura, IST Press 2006). O
Tratado, que so foi redescoberto no século XV, apds cen-
tenas de anos de esquecimento, impressionou muito os
homens da Renascenca, como Leonardo.
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NESRTUSEN J
O HoMmEM DE VITRUVIO,
DE LEONARDO DA VINCI

Na mesma obra, Pacioli ilustra estudos sobre como
desenhar elementos tipograficos, dando um sabor ma-
temadtico a criagdo de caracteres.

UMA LETRA DE DIVINA PROPORTIONE

Luca Pacioli assistiu Leonardo quando este pinta a
Ultima Ceia, talvez prestando aconselhamento sobre

perspectiva.

A ULTiMA CEIA, DE LEONARDO DA VINCI

m 1500, Pacioli foi contratado pela Universidade de

Pisa para ensinar os Elementos de Euclides, obra que
se propds traduzir para latim e para italiano.

Nos anos seguintes, escreveu duas obras pouco
usuais em matematicos. Um livro de xadrez, nunca pu-
blicado, cujo manuscrito se pensava perdido até hd pou-
cos meses, 0 De Ludo Scacchorum.

13
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Este manuscrito esta neste momento a ser estudado
em Italia.

A outra obra, que também s existe em manuscrito, ¢
o De Viribus Quantitatis, um livro de Matematica Recrea-
tiva, de que falaremos com algum pormenor adiante.

METER IMAGEM DO VIRIBUS

A imagem que colocdmos no inicio, a pintura atribu-
ida a Barbari, mostra-nos Pacioli a ensinar uma propo-
sicdo dos Elementos de Euclides, ocorrendo na imagem a
primeira edi¢do impressa, de 1482. H4 vdrios objectos

relativos a pratica matemdtica sobre a mesa. Duas ocor-
réncias sdo notdveis nesta pintura. A primeira, € ojovem
a esquerda de Fra Luca. Ha quem acredite tratar-se de
Guidobaldo, mas alguns historiadores defendem que se
trata de Albrecht Diirer (1471-1528), cujo contacto com
Pacioli estd documentado.

A segunda ¢ o sélido transparente suspenso e meio
cheio de 4gua. Trata-se de um rombicuboctaedro que
somente Leonardo da Vinci teria, a época, capacidade
técnica para pintar.

Este solido de vidro, que reflecte raios luminosos, tem
uma correspondéncia com o ovo suspenso da pintura
de Piero della Francesca, onde Fra Luca aparece. Ambos
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pretendem representar os quatro elementos. De acordo
com a filosofia platdnica exposta no Timeu, os elemen-
tos fogo, terra, ar e 4gua correspondem, respectivamen-
te, aos poliedros tetraedro, cubo, octaedro e icosaedro.
Note-se que um dodecaedro aparece sobre o livro.

As faces do poliedro suspenso sdo triangulares e qua-
dradas, estabelecendo uma referéncia aos quatro polie-
dros associados aos quatro elementos. Sendo o sdlido
devidro (terra), contendo 4gua e ar, os raios que reflecte
completam outro conjunto completo de referéncias aos
quatro elementos da concepc¢do platénica do mundo.

uca Pacioli era o matemdtico mais famoso do seu

tempo, tendo-se destacado no ensino das novas

teorias da perspectiva, e sendo autor da obra mais

importante desde o Liber Abbaci, de Fibonacci, a
Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportio-
nalita, comummente referida por Summa. Se bem que
ndo se tratasse de um trabalho original, a Summa, escri-
ta em italiano, continha, nas suas 600 densas paginas,
material de grande utilidade e procura. Muitos concei-
tos matemadticos apareceram aqui impressos pela pri-
meiravez.

Naio se destinando a nenhum grupo profissional par-
ticular, consistia numa enciclopédia, tedrica e pratica,
em matérias como Aritmética, Contabilidade, Algebra,
conversio de moeda, etc.

Pela primeira vez, as pessoas ndo versadas em latim,
tinham acesso a um grande conjunto de conhecimentos
matematicos.

Esta coleccdo de saberes incluia alguns que hoje nos
podem parecer estranhos, como a notacdo gestual para
0S NUMeros:
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NOTAGCAO GESTUAL, DA SUMMA

Também contém tdpicos de Matemadtica Recreativa,
como o problema do jogo interrompido, que estd na

base do desenvolvimento da Teoria das Probabilida-

des. A situacdo ¢ a seguinte. Dois jogadores lancam uma

moeda ao ar repetidamente. O jogo acaba quando um

jogador tiver acertado trés vezes no resultado do lanca-
mento (cara ou coroa). O vencedor recebe uma quantia

pré-estabelecida. Suponhamos que o resultado estd 2-1

e ojogo tem de terminar abruptamente. Qual ¢ a divisdo

justa da quantia entre os dois jogadores? PRIMEIRA PAGINA

DA SUMMA DE ARITHMETICA, GEOMETRIA,
PROPORTIONI ET PROPORTIONALITA

A Summa circulou muito pela Europa e influenciou
significativamente os algebristas dos séculos seguintes.
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ste manuscrito, produzido por volta de 1500, mas que

nunca foi publicado, € considerado a primeira obra de-

dicadainteiramente a Matematica Recreativa. O titulo

pode traduzir-se por O Poder dos Numeros e contém
maioritariamente recreagdes numericas.

Estd dividido em trés partes:

1 - recreagdes aritméticas; 2 - recreagdes geométricas
e 3 - provérbios, adivinhas e truques de magia.

Contém também as primeiras referéncias a truques de
cartas.

Muitos dos problemas e puzzles que se tornaram classi-
cos ocorrem aqui pela primeira vez. Contudo, Luca Pacioli
refere que a obra é uma colecc@o, levando a crer que se ba-
seou parcialmente em criagdes alheias.

Vamos mostrar alguns dos itens que comp&em o De Viribus.

Com quatro pesos, conseguir pesar qualquer quantida-
de inteira até 40 kg.

Este problema ¢ relativo a uma balanca de dois pratos,
onde se considera que os pesos podem ocupar qualquer

um pratos. Se os pesos sé se pudessem colocar num dos
pratos (estando o outro ocupado com o objecto a pesar)
precisariamos de mais pesos para resolver a questéo.

Comecemos por analisar esta segunda versdo do proble-
ma, partindo dos objectos mais leves. Para pesar um com
1kg de peso necessitamos de um peso de 1 kg. Para pesar
um de 2 temos de recorrer a mais pesos, para ndo recor-
rer a dois pesos iguais, juntamos um peso de 2 kg. Agora,
com estes dois pesos podemos pesar um objecto de 3 kg,
colocando os nossos dois pesos num prato da balanca.
Contudo, ndo conseguimos pesar 4 kg... Os nossos pesos
sdo agora, omitindo as unidades: 1, 2, 4. E facil ver que so-
mente conseguimos pesar até 7, necessitando de um novo
peso para 8.

Hé aqui um padrio, o das poténcias de 2: 1,2, 2=4, 23=8...

Para pesar todas as quantidades inteiras até 40 precisd-
vamos dos pesos 1, 2, 4, 8,16, 32.

Mas no problema de Pacioli é permitido introduzir pe-
sos nos dois pratos da balanca. Assim, com os pesos 1€ 3
podemos pesar um objecto que pese 2 kg, equilibrando o
peso 3 com o objecto e 0 peso 1.



Assim, usando este método, o menor peso de que neces-
sitamos para ir dando conta do recado € o de 9 kg. Ilustre-
mos com a situacdo em que um objecto pesa 7 kg. Neste
caso, equilibramos a balanca colocando junto com o ob-
jectoum peso de 3, estando no outro prato os pesos1e 9:

C0O o]0

Continuando este processo, concluimos que sé preci-
samos de novo peso de 27 kg e que este conjunto (1, 3,
9, 27) responde ao problema. De novo, temos aqui um
padriao de poténcias, ja que

3°=1,3'=3,3’=9,3%=27

Convidamos o leitor a produzir as restantes pesagens,

de 1até 40.

Vejamos outro problema do livro de Luca Pacioli.

Umjogo entre dois adversdrios consiste emacrescentar,
avez, um numero de feijoes, de 1 a 6, a uma pilha inicial-
mente vazia. Ganha quem colocar o total em 30 feijoes.

Este é o antepassado mais antigo que se conhece da fa-
milia de jogos NIM, que tratamos noutro livro desta co-
lec¢do. Desta familia fazem parte também os chamados
jogos de subtraccdo, muito semelhantes ao de Pacioli,
mas com as jogadas a consistirem em retirar feijoes, em
vez de os colocar.

No jogo proposto, dada a restricdo no numero de fei-
joes que se pode colocar na pilha, vé-se facilmente que
quem atingir 23 feijoes vai ganhar. O adversdrio terd de
somar a 23 um numero entre 1 e 6, dando um resultado
entre 24 € 29, que permite vencer na préxima jogada.

Mantenhamos em memoria que atingir 23 € tdo favo-

rével como atingir 30, ja que garante a vitoria.
Agora, podemos aplicar um raciocinio semelhante ao
anterior. Para atingir 23, basta-me deixar ao meu adver-
sario 16 feijoes. Este tem de me devolver uma pilha com
17a 22 feijoes e eu coloco os restantes para totalizar 23.

[\
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Mantenhamos agora em memoria que atingir 16 € tdo
favoravel como atingir 30, ja que garante a vitéria (com
passagem pelo 23).

Como podemos estar certos de deixar 16 feijdes? Bom, o
processo agora estd claro: deixemos 9 feijoes.

E para estarmos certos de que podemos deixar 9? Basta
colocar na jogada inicial 2 feijoes.

Resumindo, se eu for o primeiro a jogar coloco 2 feijoes.
Na minha jogada seguinte altero o total para 9. Nas mi-
nhas outras jogadas vou deixar sucessivamente 16, 23 € 30
feijoes, ganhando o jogo.

Claro que se eu fosse o segundo e o meu adversario sou-
besse esta estratégia... eu perderia!

Luca Pacioli d4 varias versdes deste problema, em varios
contextos. O nome travessia do deserto é o mais usado nos
nossos dias, sendo o contexto o da travessia de uma zona
indspita, conduzindo um Jeep, administrando o respectivo
combustivel. Como transportar o maior nimero possivel de
macds de Sansepolcro para Perugia, que distam 30 milhas,

sabendo que sé posso carregar 30 de cada vez e como uma
macd por cada milha que percorro?

Este problema ocorre ja na coleccdo de Alcuin de Yor-
que (732-804), Propositiones ad Acuendos Juvenes, e a solu-
¢do ndo estd correcta.

Como devo proceder para transportar o maximo de 100
pérolas pela distancia de 10 milhas, sabendo que perco
uma por cada milha que percorro e ndo posso carregar
mais do que10?

Fra Luca resolve bem, iniciando com dez viagens de duas
milhas, o que coloca 8o pérolasadistanciade 8 milhasdodes-
tino. Agora oito viagens de 8 milhas, partindo com 10 pérolas
em cada uma, garante que chegam 16 pérolas ao destino.

Problemas de vasilhas. Outra classe de problemas que
se popularizou e chegou até nds. O mais conhecido pede
para, a partir de barris de capacidade 8, 5,3, em que o de 8
estd cheio e os outros vazios, dividir o vinho igualmente
por dois barris. A Unica operacdo permitida consiste em
verter o conteido de um recipiente noutro, vertendo todo
o conteudo ou enchendo por completo o receptor.

Talvez a forma mais simples de mostrar uma solucdo

N
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consista em recorrer a uma figura, bem como a uma no-
tacdo simples.

Consideremos um triplo de niimeros em que o pri-
meiro nos diz quantos litros de vinho tem o barril de 8,
o segundo nos dé o conteudo do barril de 5 e o terceiro
diz quantos litros de vinho estdo no barril de 3. A posi-
cdoinicial é entdo (8,0, 0) e queremos atingir a situagio
(4,4,0). Uma sucessdo de estados que resolve o proble-
ma ¢ a seguinte:
(8,0,0)->(3,5,0)->(3,2,3)->(6,2,0)->(6,0,2)->(1,5,2)->(1,4,3)->(4,4,0)

Se representarmos as vasilhas por A, B e C, por ordem
decrescente de capacidades, podemos ilustrar os mo-
vimentos numa figura, onde cada ponto representa um

litro de vinho:

Este tipo de problemas aritméticos estd matematica-
mente relacionado com varias areas, mesmo com a Geo-
metria!

Pacioli propde alguns problemas deste tipo que nio
podem ser resolvidos, aconselhando os leitores a darem
esses problemas aos idiotas, para que estes assim ocu-
pem o seutempo! Um exemplo: medir 5litros a partir de
um barril de 10 (cheio) e de barris vazios de 6 e 4 litros
de capacidade.

Problema de Josephus. O problema cldssico com este
nome, que data pelo menos do século IX, tem o seguin-
te enunciado. Num barco viajam 30 marinheiros, dos
quais 15 sdo piratas. Uma tempestade obriga a que seja
necessdrio atirar borda fora 15 deles. O capitdo prepara-
va-se para tirar a sorte quem havia de saltar, quando um
marinheiro sugeriu colocar os 30 em circulo, contar de



nove em nove e ir escolhendo esses para abandonar a em-
barcacdo. Assim se fez. Surpresa: no fim os piratas tinham
ido fazer companhia aos peixes!

O problema reside em descobrir qual hd-de ser a dispo-
sicdoinicial que garanta a sobrevivencia de todos os mari-
nheiros honestos.

A solucdo ¢ dada pela seguinte configuracdo, usando M
para marinheiro honesto e P para pirata:

MMMMPPPPPMMPMMMPMPPMMPPPMPPMMP

Na figura, identificando os piratas com os pontos mais
escuros, e operando no sentido dos ponteiros do relégio,
comec¢ando no ponto maior, acima, temos uma ilustragiao

da disposicdo pretendida.
o0

O nome desta familia de problemas vem de uma lenda
segundo a qual Flavius Josephus, um historiador judeu do

primeiro século danossa era, quando, junto com outros
40, estavanaiminénciade ser capturado pelosromanos,
viu o grupo preferir a morte a tal sorte. O estratagema
concebido para os sucessivos suicidios era semelhante
ao anterior. No fim, s6 restou Josephus, que nunca pre-
feriu o suicidio, e acabou por ser capturado pelos roma-
nos. Girolamo Cardano (1501-1576), o grande matema-
ticoitaliano, assim descreveu o episédio.

Ha outras versdes, sendo as mais populares aquelas
em que se procuraum sé sobrevivente. Luca Pacioli pro-
pde também casos em que se procura dois sobreviven-
tes, sendo esta a primeira ocorréncia de tais versoes.

Hatrés casais que pretendem atravessar umrio, sendo
que o unico barco disponivel s6 comporta duas pessoas
de cada vez. Como proceder sem que nenhuma mulher
esteja com outro homem a ndo ser na presenca do pro-
prio marido?

Antes de vermos a solucéo de tal imbrdéglio, vejamos
uma versdo mais simples e igualmente popular. Um bar-
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queiro pretende atravessar um rio com um lobo, uma ove-
lha e uma couve. S6 pode transportar um item de cada vez.
Como deve proceder sabendo que néo pode deixar na mes-
ma margem o lobo e a ovelhanem a ovelha e a couve?

Aqui, a solucdo s6 implica poucas travessias: 0 barqueiro
leva a ovelha e regressa com o barco vazio. Pega agora o lobo,
mas, ao chegar a outra margem, deixa o lobo e trds de voltaa
ovelha. Agora deixa a ovelha e leva a couve. So falta pegar a
ovelha, o que faz na tltima viagem.

O problema dos maridos ciumentos ¢ mais complexo, por-
que temos seis itens.

Antes de ler a solucdo, cremos que os leitores devem tentar
descobri-la autonomamente. E divertido.

Para facilitar, vamos dar nomes as pessoas: Jodo e Joana,
Eduardo e Eduarda, Renato e Renata.

AEduarda e aRenata atravessam o rio. A Renata regressa so.

AlJoanaeaRenataatravessam o rio. A Renataregressa so.

O Jodo e o Eduardo atravessam o rio. O Jodo e a Joana re-
gressam.

O Renato e o0 Jodo atravessam o rio. A Eduarda regressa.

AEduardaeaJoanaatravessam orio. A Eduardaregressa.

A Eduarda e a Renata atravessam o rio.

Adivinhagdo bindria. Pela primeira vez aparece este tru-
que, ainda hoje popular e de belo efeito.

Dados quatro cartdes com nimeros

3 5 7 2 3 6 7
9 1 13 15 10 1 14 15
4 5 6 7 8 9 100 1
12 13 14 15 12 13 14 15

Se alguém pensar num nimero de 1a 15 e disser em que
cartOes estd, o magico pode adivinhar imediatamente de
que numero se trata.

O funcionamento desta magia ¢ muito instrutivo. Escre-
vam-se 0s nimeros naturais de 1 a 15 em notag¢ao bindria,
isto é, como somas de poténcia de 2. Por exemplo, 5¢é 4 +1,
logo, em notagdo bindria, 5 escreve-se 101 (1x2> + Ox2' +2°):

1 =0001 5 =0101 9 =1001 13=1101
2 =0010 6 =0110 10=1010 14=1110
3 =0011 7 = 0111 11=1011 15=1111
4 =0100 8 =1000 12 =1100



Um exame cuidado dos cartdes mostra-nos que
o primeiro contém os numeros impares, isto é, os
numeros que, em notacdo bindria, terminam em 1.
O segundo cartdo contém todos 0s numeros cujos se-
gundo digito bindrio ¢ um 1, e assim sucessivamente.
Assim, basta ao magico somar os numeros do canto
superior esquerdo de cada cartfo que contiver o nd-
mero a adivinhar (os nimeros estdo por ordem cres-
cente em cada cartdo).

Outro problema ainda hoje muito popular. O patréo
manda um criado apanhar macas. Este assim faz mas ¢é
assaltado, e roubam-lhe metade das macds que trazia
mais uma maca. Azarado como era foi assaltado mais
duas vezes. De cada vez tiraram-lhe metade das ma-
¢ds que trazia mais uma magd. Chegou a casa com uma
magca. Quantas magas colheu?

Partindo do fim para o principio, o problema néo ¢ difi-
cil. Para o deixar com uma macd, antes do dltimo assalto
deviater 4 macas. Assim, imediatamente antes do segun-

do assalto devia ter 10 magds e antes do primeiro 22.

Para além dos anéis chineses, em que esta ocorréncia
¢ a mais antiga que se conhece e de que nos ocuparemos
mais afrente, Pacioli aborda vérios outros puzzles geomé-
tricos, hoje conhecidos por puzzles topoldgicos, alguns
ainda populares.

Pela primeira vez aparecem ilusdes de dptica, como a
de discutir se sdo ou ndo iguais em comprimento as pegas
das figuras

Nao vamos abordar os truques de cartas, que preferi-
mos efectuar presencialmente. Terminamos com uma
pergunta de algibeira também bem conhecida:

Como podemos em trés pessoas ter dois pais e dois filhos?

o
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ANEIS CHINESES

Os ANEIS CHINESES NA SUA POSI(;AO INICIAL

objectivo dos anéis chineses é facil de explicar: retirar
a estrutura de metal presa pelos anéis. O puzzle que
acompanha este texto é composto por cinco anéis,
apesar de existirem variacdes com diferentes nume-
ros de anéis. Cada anel restringe a mobilidade dos restantes,
o que exige a elaboracfio de uma estratégia ndo trivial parare-
solver o puzzle-

Neste texto, consideramos os anéis da esquerda para a di-
reita (ver as fotografias), sendo o primeiro anel aquele mais
aesquerda. Diz-se que um anel estd solto se estiver abaixo da
estrutura metdlica (a coluna que prende o anel estard, nas fo-
tos, parabaixo), caso contrdrio estd preso.

Assim, o nosso problema pode ser apresentado da seguinte
forma:

A partir da posic@o onde todos os anéis estdo presos, como
chegar a posic¢do onde todos os anéis estdo soltos?

Se observarmos o puzzle com atencdo reparamos em dois
factos:

1) O primeiro anel pode soltar-se e prender-se em qualquer
posicdo;

2) Um outro anel s6 se solta/prende se o imediatamente a
esquerda estiver preso e os restantes anéis a esquerda estive-
rem soltos.

SITUAGAO 1: 0 1° ANEL SOLTO E O 2° PRESO
SITUACAO 2: SOLTAM O 3° ANEL
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Pedimos aos leitores para confirmar estes dois pontos. A
seguir, e antes de ler a solucio nas paginas seguintes, tentem,
baseados nestas duas informacg&es, resolver o problema.

Veremos que o método de resolucdo é o mesmo para qual-
quer numero de anéis que prendem a estrutura. J4 o nimero
minimo de movimentos necessdrio para resolver o problema
cresce rapidamente com o numero inicial de anéis. Com cin-
co anéis sdo precisos, pelo menos, 21 movimentos. Consegue
atingir este resultado?

SOLUCAO DOS ANEIS CHINESES

arafacilitar a explicagdo vamos escolher umarepresen-
tacdo do puzzle que se focano essencial. Como? Primei-
ro, cada anel tem apenas dois estados possiveis, ou estd
solto ou estd preso a estrutura metdlica. Usamos o digi-
to 1 para indicar um anel preso e o para indicar um anel solto.
Segundo, hd vdrios aneis, mas eles nunca trocam de posicOes
(por exemplo, o primeiro anel € sempre o primeiro anel). Logo,
podemos codificar uma dada situacfio do puzzle numa sequén-
cia de zeros e uns, em que a posi¢do relativa de cada digito cor-
responde aum anel. O digito mais a esquerda vai corresponder

ao estado do primeiro anel; o digito seguinte ao estado do se-
gundo anel e assim sucessivamente.

Por exemplo, a posicdo inicial ¢ dada por 11111 (0s cinco
aneis estdo presos) e a posicdo final por ooooo (os cinco
anéis estdo soltos). Dois outros exemplos:

SITUAGAO 1: £ REPRESENTADA POR 10110
SITUAGAO 2: E REPRESENTADA POR 01010

Nas pdginas anteriores, referimos uma propriedade dos
anéis chineses: um outro anel sé se solta/prende se o imedia-
tamente a esquerda estiver preso e os restantes anéis a es-
querda estiverem soltos.

Ou seja, nonosso puzzle de cinco anéis, para soltar o quinto
anel (o ultimo anel, aquele mais a direita) precisamos de ter
preso o quarto anel e os restantes soltos. Ao soltar o quinto
anel podemos esquecé-lo para oresto do puzzle, que se trans-
forma, assim, num problema mais pequeno com quatro anéis.
Para soltar o quarto anel, podemos usar a mesma proprieda-
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de: para o quarto anel ficar solto é preciso prender o terceiro
anel e soltar o primeiro e o segundo.

Logo, para soltar o quinto anel temos de chegar a posicdo
ooo11 (como foi dito no paragrafo anterior, o quarto anel preso
e os trés primeiros soltos) e ao soltar o quinto anel passamos
paraa posi¢do 00010 (todos os anéis soltos excepto o quarto).

Assim, a sequéncia de resolugdo terd de passar pelos se-
guintes passos:

11111 (posicdo inicial) = ... = 00011 (pronto para soltar o 5° anel) —
00010 (5° anel solto) = ... = 00110 (pronto para soltar o 4° anel) —
00100 (4° anel solto) = ... = 01100 (pronto para soltar o 3° anel) —
01000 (3° anel solto) = 11000 — 10000 — 00000 (posicdo final)

Aresolugio é um conjunto de sub-resolugdes progressiva-
mente mais simples, em que cada sub-resolugfo € similar ao
problema principal. Este facto indica-nos uma estrutura re-
cursiva na resolucdo dos anéis chineses (faldmos da recurséo
no texto sobre as Torres de Handy).

Os casos triviais dos anéis chineses sdo os puzzles com um
e dois anéis. Para soltar um anel basta um movimento, para
soltar dois aneis bastam dois movimentos (desafio ao leitor:
qual a ordem destes dois movimentos?).

Se definirmos M_ como o menor nimero de movimentos

pararesolver o problema dos anéis chineses com n anéis, po-
demos jd escrever:

M =1 + um movimento para soltar um dnico anel

M, =2 + dois movimentos para soltar dois anéis

E no caso geral? Isto ¢, se tivermos n anéis? Qual o valor de
M ? Como foidito, paralibertar o iltimo anel € necessério ob-
ter a seguinte posi¢io 00...0011 (com n-2 zeros a esquerda).
Chegar a esta fase corresponde, se esquecessemos os dois ul-
timos anéis, a resolver o problema com n-2 anéis:

M, =M+ ..

Neste momento tiramos o tltimo anel (e gastamos mais

um movimento):
M,=M_,+1+..

... € obtemos a posicgo 00...0010.

Para continuar a resolver o puzzle torna-se agora necessa-
rio prender todos os anéis para poder soltar o penultimo anel.
Isto significa que é necessdrio desfazer os passos iniciais para
passarmos da posi¢io 00...0010 para 11..1110. Temos, assim,
de gastar o mesmo nimero de movimentos necessarios a
resolver o problema dos n-2 anéis (s6 que agora pela ordem
inversa):

M,=M_,+1+M ,+..
Ao fazer isso, obtemos o subproblema de resolver o puzzle
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com todos os anéis presos menos o ultimo, ou seja, o puzzie
comn-1anéis:
M=M_,+1+M_ ,+M_
Simplificando a expressdo, e juntando os casos triviais, ob-
temos a seguinte relacdo de recorréncia:
M, =1
M, =2
M,=M,_, +2M_,+1
Fazendo as contas para alguns valores de n:

M =1

M, =2

M, =5

M, =10

M; =21  « onosso puzzle com cinco anéis
M, = 42

M, = 85

M, = 170

M, = 341

Facilmente se repara que o nimero de movimentos neces-
sarios pararesolver cada puzzle cresce depressa. Por exemplo,
para vinte anéis sdo necessarios 699.050 movimentos e para
trinta anéis seriam precisos 715.827.882 movimentos! (eis
uma prenda diabdlica...).

Existem formas de tratar estas expressdes chegando ao ter-

mo geral: 2n1_2
M, (comnpar) = 3

2n+l_]

M, (com n impar) =

Destas vdrias expressdes, concluimos que os movimentos
necessarios para resolver o puzzle crescem exponencialmen-
te com o numero inicial de anéis presos.

Mas como usar esta informaco para criar um procedimen-
to que nos resolva o puzzle?

Seja R aresolugdo de um puzzle com os primeiros n anéis
presos (isto paran>2, ou seja, com pelo menos trés anéis). Po-
demos descrevé-la recursivamente da seguinte forma:

Executar R correspondea
1) Soltar os n-2 anéis a esquerda (ou seja, realizar R __,)

2) Soltar o n-ésimo anel
3) Prender os n-2 anéis a esquerda (fazer o inverso de RM)
4) Executar R,

No nosso caso, com n=§ anéis, temos de:
1) Soltar os 3 anéis a esquerda
2) Soltar o 5° anel
3) Prender os 3 anéis a esquerda
4) Executar R,

Vejamos o percurso da solucdo com imagens do puzzle:
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Ses? e

APOSIGAOINICIAL: 11111 1.1) soLtaAR 0 1°ANEL: 01111

1.2) soLTarR 0 3° ANEL: 01011 1.3) PRENDER O 1°ANEL: 11011

1.4) soLTAR 0 2° ANEL: 10011 1.5) soLTAR 0 1° ANEL: 00011

Neste momento foi concluido o primeiro passo (soltar os
trés primeiros anéis).
Japodemos soltar o Gltimo anel:

&

2) SOLTAR O 5° ANEL
Passamos para o terceiro passo: reverter o primeiro passo
evoltar a prender os trés primeiros anéis:

e W

3.1) PRENDER O 1°ANEL: 10010  3.2) PRENDER O 2° ANEL: 11010

T e

3.3) SOLTAR O 1°ANEL: 01010 3.4) PRENDER O 3° ANEL: 01110
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3.5) PRENDERO 1°ANEL: 11110

E terminamos o terceiro passo de R.Oqueresta fazer
corresponde ao sub-problema de um puzzle com quatro
aneis, ou seja, aresolugaoR :

1) Soltar os 2 anéis a esquerda
2) Soltar o 4° anel
3) Prender os 2 anéis a esquerda

4) Executar R,

e e

1.1) soLTAR 0 2° ANEL: 10110 1.2) soLTAR 0 1° ANEL: 00110

2) SOLTAR 0 4° ANEL: 00100 3.1) PRENDER O 1° ANEL: 10100

3.2) PRENDER O 2° ANEL: 11100

E terminamos o terceiro passo de R . O que resta fazer cor-
responde ao subproblema de um puzzle com trés anéis, ou seja
aresolucdoR :

3
1) Soltar o anel a esquerda
2) Soltar o 3° anel
3) Prender o anel a esquerda

4) Realizar R,
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1) soLtarR 0 1° ANEL: 01100 2) SOLTAR 0 3° ANEL: 01000

3) PRENDER O 1° ANEL: 11000
E terminamos o terceiro passo de R . O que resta fazer cor-

responde ao subproblema de um puzzle com dois anéis, ou
seja, aresolucdo R que é um dos casos triviais:

W

1) soLTaR 0 2° ANEL: 10000 2) SOLTAR O 1° ANEL: 00000

Concluimos, desta forma, a resolucéo do puzzle (com os
prometidos 21 movimentos). Para repor o puzzle na sua po-
sicdo inicial basta executar estes passos na ordem inversa
(onde se 1€ soltar leia-se prender e vice versa).

UMA CURIOSIDADE: CODIGOS GRAY

Considerando a representacdo anterior, que descreve um
estado do puzzle (onde 1 significa preso e o solto, e cada di-
gito representa um determinado anel), a sequéncia de reso-
lugdo dos anéis chineses gera uma lista de nimeros bindrios.
O puzzle comega com todos os anéis fechados (ou seja, o es-
tado 11111 e termina com os anéis todos soltos, representado
pelo estado 00000).

Vejamos novamente a lista da resolucéo para cinco anéis,
onde os digitos sublinhados correspondem a alteracgdes:
11111 - 01111 - 01011 - 11011 — 10011 —~ 00011 — 00010 —

10010 - 11010 - 01010 - 01110 — 11110 —~ 10110 — 00110 —
00100 —+ 10100 — 11100 — 01100 — 01000 — 11000 — 10000 —~ 00000

Esta sequéncia tem uma propriedade interessante: cada
numero apenas difere um digito do nimero anterior e do nu-
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mero seguinte (repare que hd sempre sé um digito sublinhado
em cada transic&o).

Na Matematica e na Informatica, este tipo de sequéncia
designa-se por um cddigo Gray, cujo nome deriva do inves-
tigador Frank Gray que, em 1947, patenteou um método que
usava este tipo de sequéncias. Os cédigos Gray sdo uteis em
diversos campos, desde aimplementagio de certos aparelhos
mecanicos, a algoritmos de conversdo e correc¢do de dados
utilizados nas mais modernas telecomunicacdes.

Os anéis chineses, um puzzle j4 conhecido na Idade Média,
¢ um gerador de cddigos Gray de dimens#o arbitraria (!). Se
quisermos produzir cédigos Gray com n digitos, basta come-
car aresolver o respectivo puzzle com n anéis...



