Leonhard Euler

Biografia (Basileia, 1707-1783).

Euler, o principe dos matematicos, produziu uma

obra vastissima, que se estende ao longo das mais diversas
areas matematicas, sendo responsavel pelo nascimento

de vérias delas, como a Teoria dos Grafos, deixando também
marca indelével na Matematica Recreativa. Trabalhou na sua
Suica natal, bem como em Berlim e em S. Petersburgo.
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JOGAR . COM A MATEMATICA
DOS GENIOS

10 MATEMATICOS, 10 QUEBRA-CABECAS, 10 LIVROS DE BOLSO.

DE TALES A CONWAY, CADA LIVRO CONTEM INFORMAGAO SOBRE

A VIDA E OBRA DE UM DOS MAIORES MATEMATICOS DA HUMANIDADE,
BEM COMO A DESCRICAO E ANALISE DE UM PUZZLE, QUE E
REPRODUZIDO EM MADEIRA E FAZ PARTE DESTA COLECGAO.

Veremos que Arquimedes inventou um puzzle diabdlico ha mais de dois mil anos
(Stomachion) ou que o Pentagrama, t3o respeitado pelos pitagoricos, também era
um jogo de tabuleiro. E ficaremos a saber que Conway desenvolveu uma teoria

de jogos, que em Africa se pratica um complexo jogo aritmético ha séculos e que

o grande filosofo e matemético Leibniz promovia os jogos de tabuleiro asiaticos.
Ou, ainda, que a teoria dos fractais de Mandelbrot esta associada também a puzzles,
como as Torres de Handi, que o popular jogo dos 15 é um exercicio de Teoria

de Grupos e que Euler, ha 300 anos, ja estudava o percursor do Sudoku. E, para além
de falarmos sobre alguns dos jogos que os arabes introduziram na Europa ha mais
de mil anos, neste primeiro livro aprenderemos também que a célebre sucessdo

de Fibonacci, que nasceu na resolu¢io de um problema sobre criacéo de coelhos,

¢ util na concepgao de um quebra-cabegas geométrico.

Divirta-se e aprenda matemética com os jogos que desvendam o raciocinio

de alguns dos maiores génios da Historia.

w



6

uler (diz-se Oiler) nasceu em Basileia em 1707, sen-
do o maisvelho dos quatro filhos de Paulus Euler
e Margaretha Brucker. Cedo se mudou paraum

ambiente rural perto da sua cidade natal.
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O seu pai, sacerdote calvinista, que lhe reservou um
futuro religioso, ensinou-lhe em casa as primeiras le-
tras. A sua aptiddo para a Matematica manifestou-se
desde estaaltura.

Aos oito anos mudou-se para Basileia para prosseguir
os estudos. Como estes se limitavam as linguas cléssi-
cas, Paulus Euler providenciou um tutor para o seu fi-
lho, um amante da Matematica, Burkhardt.



Em 1720, com 13 anos de idade, inscreve-se na Univer-
sidade de Basileia, na Faculdade de Filosofia, para dar se-
guimento aos estudos religiosos tdo do agrado de seu pai.
Aqui estudava a sua matéria preferida, a Matematica, mas
também Teologia, Medicina e outras disciplinas.

UNIVERSIDADE DE BASILEIA, FUNDADA EM 1459

Na universidade, Euler foi aluno do maior matema-
tico de entdo, Johann Bernoulli (1667-1748). Falar de
matemadticos de nome Bernoulli é, por vezes, confuso,
porque se trata de uma familia de diversos matematicos
de renome, constituindo um caso rarissimo de vocagao

extrema partilhada por familiares. Johann Bernoulli
aconselhou Euler em matérias relacionadas com Mate-
mdtica. Ao principio, sem reparar no enorme talento do
pupilo, mas mais tarde referiu-se a ele como o principe
dos matematicos.

JOHANN BERNOULLI (1667-1748)

Em 1772, obteve o primam lauream, o seu primeiro
grau académico, com uma tese intitulada De Temperan-
tia (Temperanga).

Em 1723 terminou a graduacdo em Filosofia, obtendo
o graude Magister, dissertando em latim sobre os traba-
lhos de Descartes (1596 —1650) e Newton (1643 - 1727).



10

Tendo-se inscrito no curso de Teologia, mas preferin-
do a Matemadtica, teve a anuéncia de seu pai para mudar
de objectivos académicos. Assim, em 1726, participa no
concurso da Academia de Paris, que costumava propor
problemas e premiar as melhores solucdes. A questdo
que abordourelacionava-se coma colocagdo de mastros
num navio. Embora s¢ tenha obtido uma mengio hon-
rosa, perdendo o primeiro prémio para um engenheiro
francés, o seu espirito matematico estd bem patente nas
palavras finais da sua candidatura: “N&o senti necessi-
dade de testar experimentalmente a solucdo que propo-
nho, porque esta se baseia nos mais solidos principios
daMecanica, o que levaa que nenhuma questio se possa
levantar sobre o que sucederd na pratica”.

Os filhos mais velhos de Johann Bernoulli haviam par-
tido para S. Petersburgo, para ingressarem na respecti-
va Academia. Na sequéncia dos seus bons oficios, Euler
também foi convidado e parte de Basileia em 1727.

ACADEMIA DE S. PETERSBURGO, FUNDADA EM 1724

Euler comecou por fazer uma comunicagio sobre hi-
drdulica, mas muitas outras se seguiram, nos mais diver-
s0s topicos, como Teoria de Numeros, Analise Matema-
tica, Mecanica, Musica, etc. A Academia dispunha de um
jornal cientifico, o Commentarii que, nos seus 20 anos de
existéncia, publicou mais de 70 trabalhos de Euler.

Em 1733, casou com Katharina Gsell, de quem teve tre-
ze filhos (somente cinco sobreviveram ainfancia e sé trés
ao0s progenitores).
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Em 1735, Euler resolveu o problema de Basileia, o que
lhe trouxe fama imediata. O nome do problema advém
do facto de Basileia ser a terra natal de Euler, que o so-
lucionou, bem como dos Bernoullis, que a ele também
se dedicaram.

Este problema tem a ver com uma soma... com um nu-
mero infinito de parcelas.

Por exemplo, se considerarmos a soma:
0,3 + 0,03 + 0,003 + 0,0003 + 0,00003 + ...
Nio é descabido que, no limite, isto ¢, quando se toma

a soma com uma infinidade de parcelas, vamos obter
algo como:

0,33333333333333333333...

que reconhecemos como resultado de dividir 1 por 3.
Dizemos entdo que a soma acima converge para 1/3.

A soma de que Euler calculou o valor era:
1+1/4+1/9+1/16 +1/25+1/36 + ...

que se estende a todos os reciprocos dos quadrados per-
feitos.

Para grande surpresa geral, Euler mostrou que

JTZ
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1+1/4+1/9+1/16+1/25+1/36 +...=

O aparecimento da constante 7 neste contexto ¢ sur-
preendente! (Sobre esta constante, ler o livro 6 desta
colecg¢do).

Durante a sua carreira, Euler maravilhou varias vezes
o mundo matemdtico com o uso que fazia de somas infi-
nitas, esses objectos estranhos cuja teoria rigorosa ain-
da estava distante.

Em 1736, Euler publica uma obra importantissima de
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Mecanica, em que aplica métodos inovadores, afastan-
do-se do tratamento geométrico newtoniano. Neste ano,
também resolveu o problema das pontes de Konigsberg,
de que nos ocuparemos mais a frente e que deu origem a
umanova drea matematica, a Teoria de Grafos.

Em 1738, perde o uso do olho direito, em consequén-
cia de uma infec¢do. Neste mesmo ano, vence o prémio
da Academia de Paris com um estudo sobre o fogo.

LEONHARD EULER 1707 -1783

SELO DA ANTIGA RDA CcOM A FACE DE EULER
E A SUA FORMULA PARA POLIEDROS

A situacdo politicamente incerta na Russia leva Euler
a aceitar um convite de Frederico I e a mudar-se paraa
Academia Real da Prussia, em Berlim, em 1741. Aqui or-
ganiza a respectiva revista de investigacao, Miscellanea
Berolinensia, onde publica diversos trabalhos, apesar de
continuar a colaborar com S. Petersburgo.

Nos 25anos que viveu em Berlim, Euler escreveu perto
de 400 artigos cientificos, nos mais diversos dominios.

Tendo perdido o apoio de Frederico II, Euler regressa
a S. Petersburgo em 1766. Pouco depois, uma catarata
no olho esquerdo deixa-o praticamente cego. Surpreen-
dentemente, isso ndo afecta a qualidade, nem a quanti-
dade, da sua producio cientifica. Ditando os textos aos
seus colaboradores, o génio ndo para.

Euler morre em 1783, em S. Petersburgo, onde o seu
corpo repousa. Nas palavras de um académico francés:
“Euler cessou de calcular e de viver”.
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A Academia de S. Petersburgo continuou a publicar
com regularidade os trabalhos de Euler por mais 50
anos, tal era o seu caudal criativo. E a produgdo de Euler
ndo sé trouxe Matematica, nova como trouxe muita da
nomenclatura moderna. Vejamos alguns exemplos:

Quando uma varidvel depende de outra mediante
uma expressao analitica, como y=2x (y € o dobro de x),
dizemos que y ¢ uma funcio de x. A notagdo que Euler
escolheu, agora de utilizacdo universal, é:

f(x) =2x
H4 uma constante muito importante em matematica
que pode ser dada por varias expressdes analiticas. Um
exemplo dessas expressoes é:

1+1/20+1/3! +1/4! +1/5! +...

onde o ponto de exclamacdo, “!”, sele “factorial” e tem o
seguinte significado: quando colocado apds um nimero

inteiro, indica que se devem multiplicar todos os nume-
ros naturais até ele. Por exemplo:

2l =1x2 =2
3! =1x2x3 =6
4! =1X2X3X4 = 24

Esta soma tem um valor irracional (ndo se pode repre-
sentar na forma de frac¢do):

1+1/2'+1/30+1/4! +1/5! +... = 2,718281...

Para nos referirmos a este niumero usamos a letra e,
em qualquer parte do mundo. Foi Euler quem primeiro
ofez.

O célebre m, razdo entre o perimetro e o diametro de
uma circunferéncia, também foi notagdo populariza-
da por Euler. Quando foi preciso operar com raizes de
numeros negativos, Euler introduziu a notacdo i para a
unidade imagindria, \/——1 .

17
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NOTA BANCARIA SUICA,
EM HOMENAGEM A EULER

ALGUNS TOPICOS DA OBRA
DE LEONHARD EULER

ma das férmulas que todos aprendem, ou

deveriam aprender, na escola, é a que relaciona

os numeros de faces, arestas e vértices de um

poliedro convexo. Esta ¢ uma das que leva o
nome de Férmula de Euler.

Um poliedro é um solido limitado por faces planas.
Quando o plano de cada face deixa todo o s6lido do mes-

mo lado, o poliedro diz-se convexo. Sdo convexos os s6-
lidos mais populares

Y XA X
CCeEe®
eCeEe

EXEMPLOS DE POLIEDROS CONVEXOS

19
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Para esta classe de solidos, Euler descobriu, em 1750,
arelacdo:

V+F=A+2

onde Vrepresenta o numero de vértices, Ao de arestase
F odefaces. Por exemplo, num cubo temos 8 vértices, 12
arestas e 6 faces. Verifica-se a féormula:

8+6=12+2

Em Konigsberg, na Alemanha, o rio Pregel tem sete
pontes que ligam as margens e duas ilhas. Os habitantes
desta cidade interrogavam-se sobre a possibilidade de
percorrer as sete pontes uma sé vez, sem repetir nenhu-
ma, visitando assim todas as terras firmes.

Euler resolveu o problema com o seguinte raciocinio.
Se se chega a uma terra por uma ponte, tem de se aban-
donar por outra, portanto haverd um numero par de
pontes em cada pedaco de terra firme. A ndo ser nolocal
de partida e no de chegada de tal trajecto, onde havera
um numero impar. Olhando para a figura, conclui-se
que todas as quatro regides sdo servidas por um numero
impar de pontes, portanto o problema ¢ impossivel.

Aqui nasceu a Teoria de Grafos, que se dedica a estu-
dar esquemas compostos por pontos e linhas, como a
seguinte estilizacdo da situacdo de Konigsberg.




Um percurso num grafo que percorra todas as arestas
exactamente uma vez diz-se euleriano. Euler mostrou
que se o percurso for fechado (inicio coincidente com
o fim) todos os vértices pertencem a um nimero par de
arestas; se for aberto, exactamente dois vértices perten-
cem a um numero impar de arestas. Este conceito cor-
responde a ser capaz de desenhar o grafo sem levantar o
lapis e sem repetir nenhum segmento.

Por exemplo, o seguinte grafo é euleriano e as setas in-
dicam como o percorrer:

E estes, também serdo eulerianos?

Euler descobriu que trés pontos importantes associa-
dos a cada triangulo se encontram sempre alinhados.
Vejamos que pontos sdo esses. Dado um triangulo ABC,
se unirmos cada vértice ao ponto médio do lado oposto,
reparamos que estes segmentos tém um ponto comum:

A

Este ponto, chamado baricentro, ¢ o centro de massa
do triangulo.

NS}
w
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O nosso segundo ponto ¢ o encontro das alturas do
tridngulo (uma altura ¢ o segmento por um vértice per-
pendicular ao lado oposto):

A

ORTOCENTRO
Finalmente, o terceiro é o centro da circunferéncia
que contém os trés vértices do triangulo:

CIRCUNCENTRO
O que Euler provou foi que, em qualquer triangulo,
estes trés pontos estdo na mesma recta. Recta essa que
passou a ter nome préprio: Recta de Euler:

REcTA DE EULER
Uma das mais belas férmulas de toda a matematica
também tem a assinatura de Leonhard Euler.

e'+1=0
FOrmuULA DE EULER
Nela ocorrem as mais importantes constantes da ma-

temadtica: o, 1, T, ¢, i. Todas relacionadas por uma igual-
dade simples.

Conta-se que Euler foi desafiado com o seguinte pro-
blema: Suponhamos que seis regimentos fornecem seis ofi-

NS}
w
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ciais de patentes diferventes. Por exemplo, um general, um co-
ronel, um capitdo, um major, um tenente e um alferes. Serd
possivel colocar os oficiais numa disposi¢io quadrangular
seis por seis, para que em cada linha e cada coluna ndo haja
nenhuma repeticio de patente nem de regimento?’

Para atacar este problema, Euler foi conduzido ao
conceito de Quadrado Latino. Um quadradolatino é um
arranjo quadrangular de n* objectos, onde cada linha e
cada coluna contém cada um dos n tipos diferentes.

Por exemplo,

C
C

A
Alc|D|B
ClA|B|D
DIB|A|C
B|D|C| A

Os quadrados latinos s@o os antepassados remotos do
popular Sudoku, onde se pretende construir um quadra-
do latino 9x9, usando os simbolos 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8,€ 9,
satisfazendo algumas condicdes suplementares.

O problema proposto a Euler ndo tem solugdo, mas
conduziu a criagdo de conceitos matemdticos impor-
tantes.



va e ainundacdo continuava dramdtica. Cada vez que se

/
Q UAD RADOS E HEXAGONOS praticava uma dédiva, aparecia uma tartaruga. Um dia,
MAGICOS um rapaz notou que as marcas na carapaga da tartaruga
pareciam representar os nimeros de um anove (ver
TSR N i : figura inicial). Os numeros estavam arrumados de tal
% {: forma que cadalinha horizontal, vertical e diagonal
' somava 15. As pessoas perceberam entdo que as ofertas
o ndo estavam a ser apresentadas na quantidade certa...
g 5
{: 4 | 9| 2
> %,
X .:‘f" o @(‘\:ﬁ" ] wid [ B
o 8 [1 |6
Lo SHu
CONFIGURAGAO NA CARAPACA
slendas orientais tém sempre algo de magico. DA TARTARUGA DO RIO LO
Uma dessas lendas milenares aparece relatada
num livro chinés chamado Lo Shu (Livro do Desde ai o nimero de ocorréncias de quadrados magi-
Rio). Paraacalmar o deus do rio Lo, causador cos na cultura humana € bastante consideravel. Um dos
de uma enorme inundacgo, as pessoas iniciaram uma mais famosos é o do quadro Melancolia I, de Albrecht

pratica de oferendas. No entanto, a tactica ndo resulta- Diirer (1471-1528).



A soma constante deste quadrado ¢ igual a 34. E usual
chamar-se soma mdgica & soma constante dos quadra-
dos magicos. O quadrado mégico de Diirer tem o deta-
lhe adicional de ter inscrita nas células centrais da linha
inferior a data de conclusio da obra -1514.

s2 |61 ]| ¢« |13|20]| 20|36 85
16| 3 |62 51|46 |3s|30)| 19
53|60 | 5 |12 |21 [28|37| 1
11| 6 |59 |5s¢|3|38|av]22
55|58 | 7 |10 26 | 39 | a2
MELANCOLIA I 3| 8 | 57|56 |4 |40]25] 24
Nesta obra de arte, podemos ver um quadrado mdgico
C scles| 2 |15 |se ||| a?
no canto superior direito:
16| 1 |64 49|48 |53z 17
W 32 Eu
s 110 | 13 s | Outra construgdo curiosissima deve-se a Benjamim
AL Eaz ' Franklin. Este homem, muito conhecido, entre outras
e 1wl | coisas, por ser o inventor do para-raios, propos a se-

guinte configuracdo:
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O leitor pode verificar que este quadrado ndo ¢ magi-
co, uma vez que, embora as somas na vertical e na ho-
rizontal sejam iguais a 260, as somas na diagonal ndo o
sdo. No entanto, hd outros padrdes neste quadrado que
somam 260:

Se oleitor quiser ir dar um passeio até Barcelona, podera
visitar a monumental catedral da Sagrada Familia da res-
ponsabilidade do arquitecto Antoni Gaudi (1852-1926).

SAGRADA FAMILIA EM BARCELONA
Também nesta obra se pode encontrar um quadrado
gravado na parede.

QUADRADO GRAVADO POR GAUD{
NA SAGRADA FAMILIA

33
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O leitor atento pensard que este ndo ¢ um exemplo de
um quadrado magico, uma vez que aparecem numeros
repetidos. A questdo é que o quadrado foi construido
para que a soma magica seja igual a 33, suposta idade de
Jesus Cristo na sua morte. Como veremos na sec¢do se-
guinte, com os numeros de um a dezasseis, a soma magi-
caterd de serigual a34.

Mas ndo sdo s6 os quadrados o alvo de “magia” deste
tipo. J& no século XX, Clifford W. Adams trabalhou so-
bre a possibilidade de conseguir configuracdes hexago-
nais com somas constantes. O puzzle deste nimero diz
respeito a uma configuracdo hexagonal. De que forma
se podem arrumar os nimeros de um a dezanove numa
configuracdo hexagonal para que a somaaolongode uma
coluna ou de uma diagonal seja sempre a mesma?

[S¥]

w
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xemplos importantes de sucessdes numéricas

sdo aquelas em que todos os termos (excluindo o

primeiro) podem ser obtidos do anterior soman-

do-lhe uma constante fixa. Por exemplo, 1,5, 9,
13,17,... ¢ um desses casos. Neste exemplo, 0s termos sdo
obtidos do anterior somando a constante 4. Estas suces-
sOes chamam-se progressdes aritméticas e a constante
fixa chama-se razdo da progressdo aritmética.

Conta-se que o matematico alemdo Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) mostrou a sua enorme aptiddo para
os numeros, ainda em tenra idade, quando o seu profes-
sor o castigou, ordenando-lhe para somar os nimeros
naturais de 1a100. De facto, Gauss comegou por pensar
que a soma simples 1+100=101 tem o mesmo resultado
que 2+99=101 (0 que se acrescenta ao 1 retira-se a0 100)
e que 3+98=101, etc. Sendo assim, teve apenas de veri-

ficar que existem 50 pares de elementos no conjunto
{1,..,100} e, portanto, o célculo pretendido correspon-
de a 50x101=5050. Esta ideia simples estd na base da
férmula para a soma dos n primeiros termos de uma
progressdo aritmética. Para encontrar o valor da soma
basta somar o primeiro e o ultimo termo e, em seguida,
multiplicar pelo nimero de pares:
S=(U+U)x %

Por exemplo, se quisermos somar 0s 4 primeiros ter-
mos da sucessdo 1,5, 9,13,17, ..., basta efectuar o clculo:
4
= —+ - =
S,=(1+13)x - =28

14243444, 497498 +99+100

(L)
0]
0

w



Este episédio ajuda-nos a tirar algumas conclusoes
sobre as somas magicas de quadrados e de hexdgonos
mdgicos. Consideremos o quadrado 3x3:

Ao preencher este quadrado com numeros de um a
nove, é inevitdvel que a soma total dos nimeros no inte-
rior do mesmo seja igual a:

1+2+3+4+5+6+7+8+9

Aplicando o raciocinio de Gauss, podemos encontrar
oresultado da soma fazendo o célculo:

Soma:(1+9)x% =45

Uma vez que, para obter uma configuracdo “magica”,
¢ necessdrio garantir que a soma de cada uma das trés
colunas dé o mesmo resultado, essa soma tera de ser
igual ao resultado da divisdo de 45 por 3. Repare o leitor
que, mesmo sem comecar a tentar arrumacoes, conse-
guimos argumentar que a soma magica do quadrado de
3x3 temde serigual a15. Ou seja, ou ndo existe quadrado
mdgico, ou se existir a soma magica tera de ser igual a
quinze. E claro que sabemos desde o livro Lo Shu que é
possivel conseguir o dito quadrado.

Partindo para a abstraccdo, podemos utilizar o mesmo
argumento para qualquer quadrado nxn. Ao preencher o
quadrado com numeros de 1an? a soma total serd igual a:

1+243+...+1>

Aplicando o raciocinio de Gauss, podemos encontrar
oresultado desta soma fazendo o célculo:

n* n*+nt
—_ 2 —_
Soma=(1+1n*)X —- = —5—
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Para obter a configuracdo “mdgica”, € necessdrio ga-
rantir que a soma de cadauma das n colunas dé o mesmo
resultado. Logo:

nw+nt n+n3

Soma Magica = 5 T n=—>

Esta férmula é muito importante, uma vez que escla-
rece a partida qual o valor da soma mégica. Por exemplo,
no Caso 4x4, a existir quadrado magico, a soma terd de
serigual a:

4+43 68

2 T 2~

J4 vimos na obra de Diirer que o dito quadrado existe.
Agora também € possivel perceber a razdo pela qual Gaudi
teve de repetir nimeros para conseguir somar 33.

Pode-se utilizar a mesma tdctica para perceber o he-
xagono magico. Em primeiro lugar, é preciso notar que
jando ¢é tdo facil determinar quantas células hexagonais
existem num hexdgono mdgico. No caso de um quadra-

do nxn, o numero de células ¢ igual a n* No caso de um
hexagono ¢é necessdrio pensar mais elaboradamente.
Comece-se por observar o seguinte esquema:

- .
J+4+0+4443 = 19

O numero de células nas diagonais maiores corres-
ponde a sucessdo dos impares. No primeiro existe uma
célula na diagonal maior, no segundo, trés células, no
terceiro, cinco células, etc. Para o hexdgono n, existem
2n-1 células na diagonal maior. O préximo hexdgono

41



(que ja ndo aparece na figura) teria um nimero de cé-
lulasigual a:
4+5+6+7+6+5+4

Em geral, o n-ésimo hexdgono tem um nimero de cé-

lulasigual a:
(AL +(2)+.. +(2n-2)+(2n-1)+(2n-2)+.. +(n+2)+(n+1)+n

Podemos agora aplicar duas vezes o raciocinio de
Gauss:

C RO )t 20 2420 1) H20 20 Hee2ir oM )40

n
(nedn lnf + oe2m 2 R
P

Feitas as contas, temos a férmula seguinte para saber
onumero de células de um hexdgono magico:

Numero de Células de um Hexdgono Mégico = 3n(n-1)+1

O leitor que tenha compreendido bem o raciocinio de
Gauss poderd aplica-lo novamente para somar os nu-
meros de 1a3n(n-1)+1. O resultado ird dar:

Soma Total das Células de um Hexagono Mdgico =

(3n*-3n+1) (3n>-3n+2)
2

o(n*-2m3+2n*-n)+2
2

Seguindo o processo utilizado para os quadrados,
para obter a formula para a soma magica, vamos dividir
este valor pelo numero de diagonais. Voltemos ao nosso
esquema relativo a sucessao de hexdgonos:

w
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5 Diagonals

Sendo assim, temos a féormula pretendida paraa soma
magica:

o(n*-2m3+2n*-n)+2
2

Soma M4gica = +(2n-1)

_ 9(m*-2mP+2mP-n)+2
- 2(2n-1)

Usemos estas formulas para fazer uma pequena tabela:

Hexagono 1 2 | 3| 4 5 6 7 8 9 10
NodeCélulas |1| 7 | 19| 37 61 91 127 169 217 2n
Soma Total 1] 28 |190| 703 | 1891 | 4186 | 8128 | 14365 | 23653 | 36856
N° de Diagonais [1| 3 | 5 | 7 9 1 13 15 7 19
SomaMagica |1 |28/3 | 38 | 703/7 | 1891/9 | 4186/11 | 8128/13 | 2873/3 | 23653/17 | 36856/19

Ao olhar a tabela reparamos que os unicos hexagonos
que tém uma soma magica inteira correspondeman=1e
n=3. De facto, pode-se reescrever férmula da soma ma-
gica da seguinte forma:

(. N4-213421°-1) +2
Soma Magica = o )
2(2n-1)
-_— 3— 2 - -
3 x(72n3-108n*+90n-27+ >
45



Esta expressdo sé pode corresponder a um numero
inteiro se %_1 for inteiro. Isso s acontece para n=1e
n=3. O caso n=1 corresponde ao trivial hexdgono magi-
co com um hexdgono com o niimero 1 no seu interior.
O caso n=3 corresponde ao nosso puzzle de hoje. Uma

configuracdo solucdo ¢ a seguinte:

Outras configuracdes podem ser obtidas desta atra-
vés de rotacdo ou de imagem espelhada.
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