Desfechos
(outcomes)



O préximo ganha,
quer seja L ou R.

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

O prévio ganha, quer
’ seja L ou R.

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

L ganha (ndo importa
~ guem comeca)

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

R ganha (né&o importa
’ gquem comeca)




N O préoximo ganha,
~ quer sejalouR.

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

O prévio ganha, quer

v seja L ou R.

I L ganha (n&o importa
~ guem comeca)

R R ganha (ndo importa

gquem comeca)




O proximo (next)

N Confuso ganha, quer seja L ou
= (fuzzy) o
5 O prévio (previous)

P Zero ganha, quer seja L ou
: : R

r Positivo L ganha (ndo importa

>0 guem comeca)
R Negativo R ganha (ndo importa

<0 ~ quem comecga)




(; 2 () Left ganha em 2°

G < 0 Right ganha em 2°



Exemplos dos quatro desfechos em DOMINORIO




R primeiro

R ganha L ganha

L primeiro L ganha N L

L primeiro R ganha R P
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{G*16"}
GY ¢ o conjunto das opcdes de L

G*% é o conjunto das opcdes de R
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Algumas, ou todas, as opc¢oes, podem ser representadas como jogos

DEEOIDEE

HiDEOINDENDEE
A notacao das barras

NEOROEIDEE




O desfecho de um jogo pode ser determinado a partir dos desfechos
das opc¢oes

IGR : GR e RUPYGR : GR e LUN

_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

VG 1 GL e RUN R P




Dem. Canto superior direito.

Se L tem uma op¢ao em L ou 2P, entdo L tem lance vencedor. Se
todas as opc¢oes de R estdo em L ou /N, R ndo pode vencer.
Logo G esta em L.

Se G esta em L, entdo L ganha jogando 1°. Este lance vitorioso ¢ para

um H no qual L ganha em 2°. Logo H esta em £ ou . Como L ganha
em G em 2°, R ndo tem lance bom, pelo que todas as suas opc¢oes
estdao em L ou N.



Nota: as folhas (posi¢oes terminais) das arvores dos jogos
estdo em P.
(as opc¢oes, que nao existem, verificam tudo)

Def: As posicoes de um jogo sao ele mesmo ¢ todas as opc¢oes
possivels de atingir em 1 ou mais lances (mesmo sem alternancia)

As posicoes de

— P | ]I | Iy — b—<II I»—q
7 7 ’H’ , ’H’H’ 7




As posigcoes de

Vejamos agora uma arvore



Desfechos numa arvore
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as posi¢coes terminais estao em P
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om a aplicacao do Teorema

cmos C



MAIZE

Jogada: mover a pe¢a uma casa para SO (Left) ou SE (Right)

3.10.2019



MAZE

Jogada: mover a peca para SO (Left) ou SE (Right)
0 numero de casas que quiser






SUBTRACCAO(1,2]2,3)
Jogada: Dada uma pilha de n fe1joes, Left pode tirar 1 ou 2,

Right pode tirar 2 ou 3.
S[n]
S[0] esta em P S[3] estd em N
S[1] esta em L S[4] esta em P

S[2] esta em N
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n=4m. 1° tira &, 2° tira 4-k

n=4m-+1. Left tira 1 e ganha (indu¢ao). Right s6 pode 1r para o
terceiro caso, que Left ganha (por inducao)

n=4m-+2. 1° tira 2

n=4m+3. Left tira 2 e vai para L. Right tira 3 e vai para P.
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Problema 1: Jogam as Brancas e ganham.
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1) Na vasta maioria das vezes, Amazonas em €spacos
fechados tém direito a tantos movimentos quantos
quadrados vazios existentes nessa area. Esta
situacdo nao ¢ excepcdao. A Amazona de c2 tem
supostamente direito a 7 movimentos € as Amazonas
no canto superior direito tém disponiveis 6
movimentos. A vitoria vermelha pode ser obtida com
uma sequéncia precisa de lances com a Amazona de

c2: c2-a4 (dl) [ou c2-b3 (d1)], ad-c2 (bl), c2-b3 (c2).



Problema 2: Jogam as Brancas e ganham.
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2) Outro conceito mmportante € que as guerras
territoriais de duas Amazonas pelo mesmo espaco sao
muito delicadas, necessitando por vezes de grande
precisao. O unico lance ganhador € 1.c4-d4 (d3).



Problema 3: Jogam as Brancas e ganham.
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3) Embora muito simples, este exercicio mostra um
tipo de situacdes que sucede por vezes no Amazonas.
Na parte esquerda do tabuleiro € mau ter de jogar (no
Xadrez chama-se a essas situagdes posicoes de
zugzwang). Sendo assium, para ganhar basta dar a vez
na outra zona do tabuleiro. A solucao ¢ 1.a5-c6 (a)d).



Definicao: Jogo imparcial ¢ aquele em que os jogadores t€m as
mesmas opgoes

Ex: NIM, SUBTRACCAO, CRAM, ...

Contra-exemplos: XADREZ, GO, DOMINORIO, ...

Teorema: Se G ¢é imparcial entdo esta em N ou em 2.

Deml (Por roubo): Se G estivesse em L, entdo Left ganha em 1°,
logo Right ganharia em 1° com a mesma jogada.

Dem?2 (Por inducao): Se houver uma opcao em 2P, o jogo
esta em N, se todas estao N, o jogo esta em P.



Teorema da particao em N e P: se as posi¢coes de um jogo imparcial
admitem uma particao em dois conjuntos A e B tais que

. Para cada posicao de A, todas as op¢oes estao em B
. Cada posi¢cao em B tem uma opcao (pelo menos) em A

Entao

. A ¢ o conjunto das posi¢coes-P
. B ¢ 0 conjunto das posi¢coes-N

Nota: as terminais estao sempre em A. Isto €, sao posi¢oes-P



Pragmaticamente:
Todas as posicoes terminais sao posicoes-P
Uma posicao ¢ N se pelo menos uma das suas opgoes ¢ P

Uma posicao ¢ P se todas as suas posi¢oes sao N



Ex (Principio do gargalo): Seja G imparcial. Se G tiver duas opgoes,
H e F (pode haver mais) tais que F ¢ a Unica op¢cao de H, mostre que
G ¢ uma posicao-N.

Dem: SeF¢eP,entao GeN. SeF¢c¢ NentaoHe Pe G ¢ N.



CRAM
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OpcoeEs




de qualquer das quais se obtém a posi¢cao-P

Portanto, o rectangulo 3x3 dado € uma posicao-P.
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DEGOLA em estrelas
(com pelo menos uma aresta)

TR ol J S <

I(l,g f‘;'l’g [{1,4 [(1,5 I(l‘ﬁ I(lj

jogada: supernova ou minguante

Qualquer estrela ¢ uma posi¢ao-N

E as constelacoes?...



Uma constelacao € uma posi¢cao-P
SSE
os numeros de estrelas pares € impares sao pares

. Se houver nimeros pares de ambos os tipos, entdo uma jogada
supernova muda a paridade de um deles, enquanto que um
minguante muda a paridade de ambos. (P)

. Se sO um tipo ocorre com paridade impar, entao uma jogada
supernova nesse tipo torna ambas pares. Se ambos 0s nimeros sao
impares, entdo um minguante torna-os pares. (N)



SUBTRACCAO(S)

Dada uma pilha com » fejdes, os jogadores alternam retirando s
feyjoes, sendo s um elemento de S.

S(1,2,4)

S(3.,4)

S(1,3,4)



ROLO COMPRESSOR

jogada: mover o rolo (*) para a esquerda ou a direita
o numero de passos que se quiser, desde que se comprima pelo menos
uma lomba (subtrair 1).
L joga para a esquerda, R para a direita

[59*9 1 92] -R-> [5909 1 9*]_L_>[5909*9O]

ou
[59* ] 92]_R_>[5909*92]_L_>[*949092]

(agora, por paridade, esta ganho para L)



a) Qual ¢ o desfecho de [1,1,1,*,1,1]?

b) E de [1,1,*,5]?

c¢) E se todas as lombas tiverem altura 27
d) E se todas as lombas tiverem altura 1?



Observacoes:

Lombas de altura par nao dao vantagem, se um jogador comprime o
outro comprime de volta.

Conceito util: balanceamento de uma posicao G, b(QG).

E o nimero de lombas impares a esquerda do rolo menos o niumero
de lombas impares a direita



Teorema:

R se b(G) <0
Gec P se b(G)=0
L se bG)>0



Nota: cada vez que L comprime uma lomba
. se ela era par, passa a impar a direita do rolo
. S€ era Impar, passa a par.

Em ambos os casos, b(G) diminui 1.

analogamente, cada vez que R joga, b(G) cresce 1

se um jogador tiver jogada legal, pode sempre alterar o valor de b(G)
por uma unidade



se b(G)<0

se L joga, devolve uma posi¢ao G' com b(G')<0. Por inducao,
R ganha em G'.

se R joga, deixa uma posicao G" com b(G") <0 ou b(G")=0,
em ambos os casos R ganha em 2°, por inducao.

analogamente

se b(G)>0

se R joga, devolve uma posicao G' com b(G')>0. Por inducao,
L ganha em G'.

se L joga, deixa uma posicao G" com b(G") >0 ou b(G")=0,
em ambos os casos L ganha em 2°, por inducio.



se b(G)=0, L joga e deixa G' tal que b(G')<0 e R ganha, por inducao.

se b(G)=0, R joga e deixa G" tal que b(G")>0 ¢ L ganha, por inducao.

Corolario da prova: se um jogador tem lance vencedor, comprimir
uma sO lomba também ¢ vencedor.

Isto "estraga" o jogo... :(



MAIZE e MAZE
(analisar cada um dos tabuleiros em cada um dos jogos)

22.10.2019



SUBTRACCAO(2,3,4)

SUBTRACCAO(1,3,6)



Somas



Os jogos partem-se em pedacos...

[HI]

— ] ||
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IH=lT =
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Os founding fathers criaram uma adequada no¢ao de soma!

+H+ o+ o+




Uma jogada consiste em escolher uma parcela e jogar.

A escolha ¢ livre. O ultimo a jogar ganha.

O simetrico (1nverso aditivo) de um jogo € o que se obteém trocando
os papeis dos jogadores.

Uma posicao A ¢ pelo menos tao favoravel a Left como B se
Left ndo se importar de trocar B por A em qualquer soma.



Esta abordagem funciona melhor com uns jogos do que com outros.

Mal para Hex, P & Q, ...

Bem para Go, Dominorio, etc

Vamos educar um pouco a intuicao para mais tarde formalizar.



Comparacoes



Left ndo se importa se

for substituida por



Left fica contente se

for substituida por




Right ndo se importa se

for substituida por

||




Right fica contente se

for substituida por

| ||




valem um lance para Left



||

valem um lance para Right



valem 1




L LT

valem -1



Os numeros inteiros. Um jogo sera n>0 se der n lances de vantagem
ao Left.

Um jogo sera n<0 se der n lances de vantagem ao Right.



Definicao recursiva

Os 1nteiros, como jogos, sao definidos recursivamente por:

0={/}
n={n—-1} -n={/-@-D} (2>0)



Exemplos

12| — 2}
13112[1}}



O neutro da adicao

O zero, O

Somar a uma posicao qq de Dominorio:

— [

Qual ¢ o efeito no desfecho?




— ||

Left ganha G -> Left ganha a soma

etc



Principio da mado atras das costas

Na soma G+H o segundo responde localmente.

Nem sempre ¢ a melhor estrategia!



Lema

Se Left ganha, em segundo, em G ¢ 0 mesmo sucede em H, entao
Left ganha, em segundo, em G+H.

Dem: Mao atras das costas.

Se Right ganha, em segundo, em G € o mesmo sucede em H, entao
Right ganha, em segundo, em G+H.



Teorema. Seja Gum jogoe Z € P

Entao o desfecho de G ¢ 1gual ao destecho de G+Z.

Dem. Se Left ganha em G sendo 1°, entao joga para uma op¢ao que,
somada a Z, esta nas condicoes do lema.

Se Left perde sendo primeiro em G, entao aplica-se o lema a G+Z



Reciproco

Se existe um Z tal que o desfecho de G+Z ¢ o mesmo que o desfecho
de G, para qq G...

G={}

Portanto Z € P



Corolario: Se X e PUL

entao o desfecho de G+X ¢ pelo menos tao favoravel a Left como o
desfecho de G.
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G+ G+

vamos analisar

C

H+ H +




Tt OOt
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G+G+1=0



Ot ot












sera que...

DD | =



Nao. Porque G<0 ¢ H da a vitoria ao primeiro.

Como comparara G com -17?

Joguemos G+1

(porque se A=B entao A-B=0)



T
—+ I

Left ganha em primeiro



Left ganha em segundo

—-1<G<0



Qual ¢ o desfecho deste jogo?

G+ H+ —

T

4_*_




Igualdade de jogos
G=H



¢ uma pilha de um fe1jao em NIM

mesma arvore



mesmo comportamento em g soma

+




Um estudo de caso.
Os rectangulos em Dominorio












Portanto, pelo principio da mao atras das costas, 2x4k sao todos R

2x3 (e 3x2) estao em N

Portanto, pelo mesmo principio, 2x(2k+3) estdo em /N ou R



logo 0 3x3 esta em N




vamos mostrar que o 3x{4,5,6,7} esta sempre em R, donde 3xk estao
em ‘R para k>3




decomposto

@JrD +L L+

Right ganha



== H+H + i+
0 0T

se Left joga na coluna central... Right ganha com reposta semelhante

da vitoria ao Right porque...






@‘F 1 1eP



exercicio: comprovar que 3x6 e 3x7 estao em R

Right joga na linha do me1o, encostado a direita € fica com dois
lances mais um jogo que ganha em primeiro ou segundo.

Falta analisar Right em segundo em 3x6 ¢ 3x7



3x6. Right faz Tweedledum Tweedledee € responde (com rotacao de
180) no outro 3x3

+




3x7. Right responde com jogada na linha do mei1o na berma do
tabuleiro. Consegue sempre dois lances na zona que sobra, a juntar
aos dois que conseguiu ao jogar.

Sl

por exemplo, aqui




ou aqui




Determinar os desfechos destas somas em MAIZE




Algebra

¢ ¢ {gt]g")

G={|}={0|0} chama-se zero, 0



Defini¢do recursiva (boa pq os conjuntos podem ser vazios)

A soma

G+H = {G"+H G+H"|G"+H, G+HT



Relembrar que se Left ganha em 2° em G € ganha em 2° em H,
entdo ganha em 2° em G+H

mao atras das costas



Cadé jogos G e H, tais que Left ganha em 1° em qq um deles, mas
perde em 1° na soma G+H?

G=H=1{0-1)

Left ndo ganha em 1° nem em 2°



O simeétrico

-G = {-g"[-¢")



A 1gualdade

G =H se destechosde G+ X e H+ X iguais VX

Cuidado: dois jogos sao 1somorfos se t€m a mesma arvore. E um
conceito mais forte.



Ordem

G>H

se Left ganha G

X sempre que ganha H




Aniversario

(6" | ")

tem aniversario 1 mais do que o maior dos aniversarios das opcoes.

as op¢oes sao os elementos de

O aniversario € a altura da arvore.



Aniversario 0: o zero (opg¢oes vazias)

Aniversario ate 1:

0

{]};

{0}
{[0};
{00},



Teorema: o nimero de jogos nascidos pelo dia n, g(n), € finito

Dem: o numero de jogos que nasceram pelo dia n €, no maximo,
29(n—1)  9g(n—1)

que ¢ finito por indugio.



Teorema: Se G tem aniversario finito, entdo G tem nimero de opgoes
finito.

Dem: As opc¢oes de G nasceram pelo dia n-1. Como g(n-1) ¢ finito...



Soma:

G+H = {G'+H G+H|GR+H, G+HE



notagao pesada

G+H={(G"+H)U(G+H" | (GF+ H)U(G+H"))

Exemplo

H

i
T
1
B



G+H =
G4+ H G+MH*- | CR4+H G+H"®

IF-PF- P BB




Teorema: G+0=0C.

Dem:

G+0={G"|G"} +{|}={CG"+0.G+0|G"+0,G+0}

nota O+ =0



GE+0=G* ¢ GR+0=GF

e obtemos

{¢*|¢"}=¢



Propriedades

(1)) G+H =H + G,
(2) G+ H)+J=G+(H+ ).



G+H = {G"+HG+MH"|G"+H,G+H"}
{H+GEHE+G | H+GR HE+ G
H+G.




(G + 1;1) + J)-
(G+ H
. +h)[;* +J,(G+H
’ )
,(G+HL)++{IL}
(G+H
) + J-
]

Ca
¢ (H +J
caret

(H*

1), G

(H+J")}



¢
{-¢"|-¢%}



Qual ¢ o simétrico de



|_\,—/H

et N, I

T =




Definicao:

G-H=G+(-H)



Propriedades

—(—-G) =0G.

—(G+H)=(-G)+(—H).






~(G+H)=—{G"+ H,G+ 1" | G + H,G + H"}
_ {_gR—H,—G—HR | —gL —H,—G—HL}
= {(=9)" + (~H),(=G) + (-H)* | (~9)" + (~H), (-G) + (-H)")
= (=G) + (—H).



G = H se desfechos de G + X sempre iguais aos de H + X

¢ relacao de equivaléncia
(reflexiva, simétrica e transitiva)



4.10: (page 70) Reflexivity: G + X does have the same outcome as GG + X for
all games X.

Symmetry: if G + X has the same outcome as H + X for all games X then
H + X has the same outcome as GG + X for all games X.

Transitivity: if for any game X, G + X has the same outcome as H + X
and H + X has the same outcome as A + X then G + X has the same outcome

as K + X.



Teorema: G=0 se ¢ sO se G ¢ uma posicao P.

-->  Tomar X=0 na definicao (desfechos de 0+0=0)

<-- Se Left ganha em 2° em X, entdo Left também ganha
G+X (mao atras das costas)

Se Left ganha em 1° em X entdo tambem em G+.X,
jogando em X,

De forma similar, se Right ganha X, entao também
ganha G+X



Exemplo: Amazonas
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Teorema:

Dem: Tweedledum-Tweedledee, ja que

G—-G=0

(—G) ={G"16"}

{-G% - 6%}



Teorema: Dados G, H, J. Tem-se G=H sse G+J=H+J

-->  Dado X, usar X'=/+X ¢ hipotese.

(queremos mostrar que os destechos de G+J+.X sdo 0os mesmos de
H+J+X)

<-- usar X=-J



G +0
G+ (J—J)
(G +J)—J
(H+J)—J
H+(J—J)
H+0



G=0_G
H=H
=G+ H=G+H’



G+H=G'+H=G"+H'



G=H&G-—-H=0

1sto €, se G-H ¢ P

Dem: somar -H a ambos 0os membros



G>H

G

<

H

Relembrar ordem definida a custa dos destechos

se desfechosde G + X melhores (L) ouiguaisaosde H + X

se desfechos de GG

X melhores (R) ouiguaisaosde H

X






GG > H means that Left wins G + X whenever Left wins H + X ;
that is, whenever Right wins G + X then Right wins H 4+ X and therefore
H < (.



G=H<<G>HeH

N\



Now, G = H if and only if Lett wins G+ X whenever Left wins H + X and
Right wins G + X whenever Right wins H + X, that is, G > H and G < H.



Teorema: Sejam G ¢ H imparciais. Entao G=-G ¢ G=H

ou
G||H (G e H sao confusos, 1€, G-H ¢ N)

Dem: Jogar G+G. TT da que G+G ¢ P. Logo G+G=0¢ G=-G

Se G ¢ diferente de H, o que ¢ G-H?
Nao pode ser L nem R porque ¢ imparcial.

Nao pode ser P porque H ¢ diferente de G que € 1gual a -G
(recordar que G-H ser P quer dizer G-H=0)

Logo, G-H ¢ N, 1sto ¢, G||H.



Opcoes dominadas

Theorem 4.30. If
G={A,B,C,... |H,I,J...}

and B > A, then G = G’ where
G'={B,C,...|H,I.J...}.



4

if Left moves to B.

\’/

Right responds on the other component to — B

and vice-versa.

, : ‘ ’ N o , , . N\
vV vV vV v VvV
ABC... \H1.7..V A 1.0\

/ \. J
—— i ——
& 4
A-G
A—B
R wins

Since

B>A



OpcOES reversivels
Theorem 4.31. Fir a game
G={ABC,...|HILJ...)

and suppose that for some right option of A, call it AR, G > A¥. If we denote
the left options of A" by {W, X.Y,...}:

AR =W, X,Y,...|...}
and define the new game
G'={W,X,Y,....B,C....|H,I,J,...},

then G = (.



~ <

H,1,. } {H".X.Y,...,B,C’,...

Y v

(J' v/
)

VRN

A—- G G-W
[. can win
since

G > AR

A" —H X -G
IR can win
since

AR <@

X -X



Um jogo esta em forma canonica se nao tem opc¢oes dominadas
nem reversivels.

Se G e H estao em forma canodnica e G=H, entao G ¢ H sao
1Isomorfos (mesma arvore).



