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1. Prove que

(a) 5] —|-5)=n, VnelN
(b) |z +n]=|z]+n,VreR VnecZ

Resolucao:
(a) Sen é par tem-se n = 2k para algum k tem-se |5 | =k e vem:
n n
—|=|—-=|=k—-(-k)=2k=n.
B - E =k~ (k) =2k=n
Se n é impar, n = 2k + 1, tem-se 5| = ke [-5] = -k —1e
vem:
LgJ—L—gJ:k—(—k—l):2k+1:n.

(b) Seja |z] =kex =k+60onde 0 <0 <1 Entdo |x+n] =
lk+0+n]=Fk+n.
2. Determine o dia da semana do dia em que nasceu.
Resolucao:

Trata-se de aplicar a férmula

c
w=d+[26m—02] —2c+y+ 7]+ Y]

em que a congruéncia acima é médulo 6 (Domingo=0, ..., Sdbado=6),

d é o dia do més, m é a ordem do més (Margo=1, ..., Fevereiro=12),

¢ é oséculo (¢ >16) ey é oano (0 <y <100, se m =11 ou m = 12,
y é o ano anterior ao real.)



. Mostre que existe uma infinidade de inteiros n tais que p(n) é um
quadrado perfeito.

Resolucgao:

— 22k+1 — 22/€ —

Considere os nimeros da forma uy . Tem-se p(uy)

(20)2,

. Mostre que se se o inteiro n tem r factores primos impares, entao
2"p(n).

Resolucgao:

Sen = Qkplfl ---pFr. onde os p;s sdo primos fmpares (se n for fmpar
nao se considera o factor inicial 2"‘), entao, como ¢ é multiplicativa,
tem-se

1 k-1 —
p(n) =261~ (py — 1) phrL(p, — 1)
como todos os factores p; — 1 sap pares, a conclusao segue-se.

. Use o Teorema de Euler para mostrar que se (a,n) = (a —1,n) =1,
entao

a?M 1 16?4 a+1=0 (modn).

Resolucgao:

Use-se a identidade

a?™ —1=(a—-1D@™ 1 +...+d®+a+1)
e as hipoteses.

4dn+1

. Prove que, seja qual for o inteiro positivo a, tanto a como a ter-

minam no mesmo digito.
Resolucao:

Queremos mostrar que a***! = g médulo 10. Note que p(10) = 4 e
aplique o Teorema de Euler.

. Mostre que se a tem ordem hk médulo n, entdo a” tem ordem k médulo
n.

Resolucgao:
Mk = g"* = 1 médulo n. Se (a")® = 1 médulo n, com
hs =1 o que contraria o facto de a ordem de a ser hk,

Claro que (a
s < k entao a
porque hs < hk.



8.

10.

Mostre que 2 é raiz primitiva de 19 mas nao de 17.
Resolucao:

Calculem-se as poténcias de 2 mddulo 19 e 17. Basta considerar os
expoentes divisores de 18 e 16, respectivamente.

. Dado que 3 é raiz primitiva de 43, determine todos os inteiros positivos

menores que 43 cuja ordem moédulo 43 é 6.
Resolucao:

A ordem de 3" é (};1—22). Para este niumero ser 6 tem-se h = 7 ou h = 35.
As solucdes sdo entdo, médulo 43, 37 e 3%, que sdo, médulo 43, 37 e

7, respectivamente.

Use uma tabela de indices para uma raiz primitiva médulo 11 para
resolver a congruéncia 723 = 3 (mod 11).

Resolucgao:

A tabela de indices relativa a raiz primitiva 2:

nﬁmero‘1‘2‘3‘4‘ ‘6‘

5 |8]9] 10|
indice [10][1]8[2[4]9]

[316]5]

7
7
A congruéncia dada é equivalente a ind(7x3) = ind(3) médulo 10, isto

é, 3ind(x) = 1 médulo 10. Donde, consultando a tabela, ind(z) = 7
moédulo 10, donde z = 7 mdédulo 11.



