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1 Aquecimento (Problemas)

1. Dois jogadores, alternadamente, partem uma barra de chocolate 6 x 8
por um dos vincos até que s6 haja quadrados 1 x 1. O jogador que
primeiro se vir impedido de jogar perde. Quem ganha este jogo, o
primeiro ou o segundo a jogar?

2. Dois jogadores, primeiro A e depois B, escolhem alternadamente um
ndmero inteiro positivo, verificando as seguintes regras:

i) Nenhum pode escolher um niimero superior a um limite superior,
M, acordado entre os jogadores previamente.

ii) Nenhum ntimero pode ser um divisor dum nimero ja escolhido.

O primeiro jogador que nao puder jogar perde.

Por exemplo, com M=10, um jogo possivel seria: A escolhe 10 (elimi-
nando, pela regra ii), os nimeros 1,2,5,10);

B escolhe 4 (eliminando somente o 4)

A escolhe 7

B escolhe 8

neste momento os numeros sobreviventes sdo 3,6 e 9. Agora se A
escolhe 3 entdo B escolhe 9 e ganha, mas A pode escolher 6, deixando
a B 6 e 9 como escolhas possiveis, portanto A ganha.

Mostre que, seja qual for o limite maximo M, existe sempre uma es-
tratégia ganhante para A. [Nao se pede que exiba essa estratégia, pede-
se que mostre que uma tal estratégia tem necessariamente de existir].
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Ha4 trés pilhas de pedras, respectivamente com 10, 15, 20 pedras. Cada
jogada consiste em escolher uma das pilhas e dividi-la em duas pilhas
menores. Perde quem nao conseguir jogar. Quem ganha este jogo?

. Os numeros 1, ..., 20 sao escritos numa linha. Dois jogadores alternam

colocando + ou — entre quaisquer dois niimeros consecutivos da lista.
Quando todos os espagos estiverem ocupados a expressao € calculada.
O primeiro jogador ganha se o resultado for par, o segundo ganha se
o resultado for impar. Quem ganha?

O Principio das Gavetas, também conhecido por Pigeon Hole
Principle, Principio de Dirichlet, etc diz que se n+1 objectos
se distribuem por n gavetas entao pelo menos uma gaveta
fica com pelo menos dois objectos.

Uma versao um pouco mais geral diz que se n objectos se
distribuem por k gavetas onde n é maior que mk, entao uma
gaveta fica com pelo menos m+1 objectos.

Uma gaveta duma cémoda tem 50 meias brancas e 50 meias pretas.
Quantas meias se devem tirar, de olhos fechados, de forma a ter de
certeza duas meias da mesma cor?

O pinhal de Leiria tem um milhao de pinheiros. Cada pinheiro tem no
maximo 600 000 agulhas. Mostrar que ha, no pinhal de Leiria, pelo
menos dois pinheiros com o mesmo nimero de agulhas.

Dados doze nimeros inteiros quaisquer, mostre que a diferenca de dois
deles é divisivel por 11.

Nao ha ninguem com mais de 500 000 cabelos na cabega. Mostre que
em Lisboa hé pessoas com exactamente o mesmo nimero de cabelos.

Seis pessoas estao numa sala. Mostre que trés delas se conhecem entre
si, ou trés delas sao estranhas umas as outras.

Das 1985 pessoas presentes numa reuniao nenhuma fala mais de cinco
linguas, mas, em cada conjunto possivel de trés pessoas, pelo menos
duas tém uma lingua comum. Prove que pelo menos uma lingua é
falada por, pelo menos, duzentas pessoas presentes na reuniao.

Em FaVe uma pessoa diz: ”Sou um Fa”.

Que se pode concluir?
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Numa conferéncia em FaVe cada participante disse aos outros: ”Sois
todos Fas”.

Quantos Ves estavam na conferéncia?

Num concurso de TV uma pessoa tem de escolher uma de entre trés
portas. Sabe-se que atras de uma delas estd um mercedao, e atras de
cada uma das outras estd um cabrito. A pessoa tenta a sua sorte e
escolhe uma das portas. Antes de a abrir o apresentador abre uma das
restantes, exibindo um cabrito, e pergunta ” antes que eu abra a porta
que escolheu, quer trocar pela outra que ainda estd fechada?

Qual é a resposta mais inteligente a esta pergunta? (Deve assumir-se
que um mercedao é mais valioso que um cabrito).

Numa carruagem de combdio estao seis pessoas: A, B, C, D, E, F.
Cada uma delas é de uma das seguintes localidades: Viseu, Coimbra,
Taveiro, Santarem, Milfontes, Abrantes. Sabe-se que

a) A e o homem de Viseu sao médicos.

(
(b

)

) E e a mulher de Coimbra sao professores.
(c) C e a pessoa de Taveiro sao engenheiros.

)

(d) B e F participaram na guerra em Africa, mas a pessoa de Taveiro
nunca foi a tropa.

(e) A pessoa de Milfontes é mais velha que A.
(f) A pessoa de Abrantes é mais velha que C.
)
)

g) Em Santarem B e o homem de Viseu descem do combdio.

(
(h) No entroncamento C e o homem de Milfontes descem do combéio.
Descubra quem é donde e qual a respectiva profissao.

Se cada letra representa um digito diferente descodifique as operagoes
aritméticas

i) SEND+MORE=MONEY
ii) ONE+FOUR=FIVE

Em FaVe hé duas pessoas fisicamente indistinguiveis com as seguintes
caracteristicas. O Sabio Verdadeiro (SV) diz sempre a verdade e o
Bronco Mentiroso mente sempre, mas ha mais uma diferenca essencial:
SV acredita em todas as proposicoes verdadeiras, BM acredita nas
falsas.
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Vejamos que eles dao a mesma resposta a qualquer pergunta. Por
exemplo, se a pergunta for ”1+1=27" o SV acredita que de facto a
aritmética esta correcta e diz ”Sim”. O BM pensa que 141 nao é 2,
mas como é inverdadeiro, diz que acredita que sim, isto é, responde
”Sim”.

Vocé encontra estas duas personagens mas nao sabe qual é qual. Serd
que hd uma pergunta que possa fazer a um deles que esclareca a iden-
tidade de cada um? (Sugestdo: a resposta é afirmativa). Dé um
exemplo. Porque é que isso nao contradiz o facto, notado acima, de
eles responderem o mesmo as mesmas perguntas?

Qual ¢é a coisa, qual é ela, que é maior que Deus, os mortos alimentam-
se dela, e se as pessoas vivas a comem morrem?

Na ilha de FasiVesi ha dois tipos de pessoas. Os Vesis dizem sempre
a verdade ou nao respondem. Os Fasis mentem sempre ou nao re-
spondem. Se uma pergunta é feita de tal forma que, se respondessem,
estariam a trair a sua natureza, os habitantes, naturamente, calam-se.

i) Exiba uma pergunta & qual um Fasi possa responder sim ou nao,
mas a qual um Vesi nao pode responder.

ii) Exiba uma pergunta & qual um Vesi pode responder sim ou nao
mas um Fasi nao pode responder.

iii) Exiba uma pergunta a qual um Vesi pode responder nao mas nao
pode responder sim, a qual um Fasi nao pode responder.

iv) Exiba uma pergunta & qual um Vesi pode responder sim mas nao
pode responder nao, a qual um Fasi ndo pode responder.

v) Exiba uma pergunta & qual nem um Fasi nem um Vesi pode
responder.

No planeta Og héa quatro tipos de nativos: os verdes, os vermelhos, os
do norte e os do sul. Os verdes nortenhos e os vermelhos do sul dizem
sempre a verdade, os verdes do sul e os vermelhos do norte mentem
sempre.

(a) De noite, sem luz, encontra um nativo. Que pergunta sim-nao
lhe pode fazer para ficar a saber a sua cor?

(b) Um terrdaqueo (T) chega a Og e encontra, numa noite muito es-
cura, um nativo (N). Passa-se o seguinte didlogo:

T: Vocé é vermelho?



T: Vocé é do sul?
T: Vocé nao responde?

N: Se eu respondesse nao as suas duas primeiras perguntas estaria
a mentir pelo menos uma vez.

E possivel determinar a cor e o hemisfério do nativo?
Num dia claro e luminoso o terrdqueo encontrou um nativo que

lhe disse: ”Sou um verde do norte”. O terraqueo pensou um
pouco e disse: ”Nao sei de que hemisfério ele é.”

De que cor era o nativo?

Dois nativos, A, B, dizem o seguinte.
A: Sou verde do norte.

B: Sou verde.

B: Sou do norte.

Pode deduzir-se o tipo de algum deles?

Um nativo diz: ”Se sou verde entao sou do sul”. Qual é o seu
hemisfério e a sua cor?



2 Calculo Proposicional

Conectivos. A linguagem do cédlculo proposicional. Semantica.

2.1 Notas
2.1.1 Linguagem

Negacao —. Traduz "nao é verdade que...”.
Tabela de verdade:

A=A

V| F

F| V

Conjuncgao A. Traduz "e”, "mas”, ...
Tabela de verdade:

A|B|AAB
VIV A%
V| F F
F |V F
F|F F

Disjuncao V. Traduz "ou” (nao exclusivo).
Tabela de verdade:

| A

< ™ <|w
H < < <<

Condicional —. Traduz ”se...entao...”.

A — B significa ”se A entdao B”, "B se A”, ”A s6 se B”, 7 A é condicao
suficiente para B”, 7B é condig@o necessaria para A”, ...

Em A — B o antecedente (hipdtese) é A e consequente (tese) é B.

B — A é a reciproca de A — B.

(mA) — (—B) é a inversa de A — B.

(=B) — (—A) é a contrareciproca de A — B.

Tabela de verdade:



A|B|A—B
VIV] Vv
V|IF| F
FIV] V
F|F| V

Bicondicional <. A < B traduz "A sse B (A se, e s6 se, B)”, "A é
equivalente a B”, ” A é condicdo necessaria e suficiente para B”, ” A desde
que B”, 7 A a menos que =B”, ” A a nao ser que —-B”, ...

Tabela de verdade:

A|B|A<B
Viv| Vv
VIF| F
F|V| F
F|F| V

Linguagem do Calculo Proposicional
e Letras Proposicionais: A, B, ...
e Conectivos: -, A, V, —, <.
e Parenteses: (, ).
Regras para fazer férmulas:
1. Se A é uma letra proposicional entdo A é uma férmula.

2. Se A e B sao férmulas entao cada uma das seguintes expressoes também
é uma formula:

(=A), (AAB), (AVB), (A— B), (A< B).

3. Nada mais é férmula.

Convencgao dos Parenteses. Ordem pela qual se aplicam os conectivos:
=, A e V (mesmo nivel de prioridade), —, <.

2.1.2 Argumentos

Tautologia é uma féormula cuja tabela de verdade s6 apresenta o valor V.
Exemplo: AV —A.
Contradicao é uma férmula cuja tabela de verdade sé apresenta o valor F.



Exemplo: A A —A.
P implica tautologicamente QQ se P — @ é uma tautologia. Escreve-se
P=qQ.

Exemplo: P = PV Q.
P é tautologicamente equivalente a Q se P < () é tautologia. Escreve-se
P < Q.

Exemplo: P< P A P.
Py, ..., P, implicam tautologicamente Q se P A---AP, — @ é tautologia.
Teorema: P, ..., P, implicam tautologicamente Q sse quando os valores de
verdade de P4, ..., P, sao todos V, o de Q também é V.
Argumento é um conjunto de premissas—P, ..., P,,— e uma conclusao, Q.
O argumento ¢é valido se

b,..P,=Q

isto é, se Py, ..., P, implicam tautologicamente Q).

Para estabelecer a validade de um argumento recorremos a uma demons-
tragao (ou prova). Um contra-exemplo mostra que um dado argumento
nao ¢ vélido. Um contra-exemplo é uma atribuicao de valores de verdade
as letras proposicionais de forma a que as premissas sejam todas V e a
conclusao seja F.

Para construir demonstragoes necessitamos de regras de inferéncia.
Regra da Tautologia—T Uma férmula ) pode deduzir-se das férmulas
P,..P,se PPN---NP,= Q.

Em particular, se () é uma tautologia, () pode deduzir-se do conjunto
vazio.

Alguns casos particulares que saem desta regra (ver também lista das
tautologias tuteis):

R1 P, P — @, conclusao: Q.

R2 —-Q, P — @, conclusao: —P.

R3 -P, PV Q, conclusao: Q.

R4 —(—P), conclusao: P. P, conclusao: =(—P).

Demonstracao formal (versao 1) de Q com premissas Py, ..., P, é uma
sequéncia finita de férmulas R, ..., R, tal que R,, = @, e R; é uma premissa
ou se pode deduzir dos R;’s anteriores usando uma regra de inferéncia.

Notagao:

P, P Q.

Regra das Premissas—P Uma premissa pode ocorrer em qualquer linha
de uma prova.

Nota: De uma "regra de inferéncia” falsa (ie, que nao preserve a verdade)
pode deduzir-se uma contradicao. De uma contradicao tudo se pode deduzir.



Regra da Prova Condicional—PC Se () se pode deduzir de P e de um
conjunto de premissas I', entdo P — ( pode deduzir-se de I'. Isto é, se
IPFQentao ' P — Q.

Prova formal (versao 2) de @) a partir das premissas P, ..., P, é uma
sequéncia finita de pares ordenados (a1, Ri), ..., (m, Ry) onde cada «; é
um conjunto de férmulas e cada R; é uma férmula, verificando:

1. am C{Pi, ... P.}, Ry = Q.

2. Cada R; ¢ uma premissa original ou pode ser deduzida das R;’s ante-
riores usando uma regra de inferéncia.

3. Se R; é uma premissa entao «o; = {R;}.

4. Se R; se deduz das anteriores R;’s usando uma regra de inferéncia
entdo «a; é definido pela regra («; é o conjunto de férmulas de que R;
depende).

Regra da Prova Indirecta—P1I Se QA—Q se pode deduzir de um conjunto
de premissas I' e de =P entao P pode deduzir-se de I'.

Em sfmbolos: Se -P,I' - Q A =Q entao I' - P.
Cabula Util para fazer demonstracoes:

1. Para provar P A Q provar separadamente P e () e usar

PQFPAQ.

2. Para provar P — () usar P como premissa, deduzir () e usar a regra
PC.

3. Para provar PV Q)

(a) Provar P e usar P+ PV @ ou provar ) e usar Q - PV Q.

(b) Tomar —P como premissa, deduzir @, usar regra PC para obter
- P — @Q. Usar depois

-P—-QFPVQ.
4. Para provar P « ) provar P — () e Q — P e usar
P—-Q,Q—PFP«<Q.

se estas falharem...



5. Prova indirecta: Para provar P tomar —P como premissa e tentar
deduzir uma contradicao.

6. (a) Para provar P tente-se encontrar uma férmula @ tal que se de-
duzam @ — P e =) — P. Depois usar a regra

Q—P,-Q— PFP

(b) Para provar R a partir de PV @ provar P — R e Q — R e usar
a regra correspondente a tautologia 8 para obter PV () — R.

2.1.3 Tautologias Uteis

1. (Modus Ponens)
PA(P—=Q)—@Q

2. (Modus Tollendo Tollens)
3. (Modus Tollendo Ponens)

4. (Simplificacao)

PAQ— P
5. (Adigao)

P—-PVvVQ
6. (Adjuncao)

P—(Q—PANQ)
(P~ Q)A(P—R)— (P~ QAR)

7. (Silogismo hipotético)

(P—-Q) AN (Q—R)— (P—R)

Qo

. (Hipdtese Alternativa)

P=QAEP—-Q)—Q
(PVQ—R) < (P—R)N(Q— R)

10
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15.

16.

17.

18.

(Absurdo)
(P—QA-Q)——P
PA-P—Q
. (Terceiro Excluido)
Pv-P
(Contradigao)
—(P A —P)
(Comutatividade)
PANQ— QAP
PVQ < QVP
(Associatividade)
PAQAR) < (PAQ)AR

( )
PV(QVR) < (PVQ)VR
(Distributividade)

PV(QAR) < (PVQ)A(PVR)
PA(QVR) < (PAQ)V (PAR)

(De Morgan)

(Dupla Negacao)
ﬂ(ﬂP) — P

(Regras para o Condicional)

(P—)Q)(—)—!P\/Q
(P —Q) < PAN-Q

(Regras para o Bicondicional)

(P=Q) = (P=Q)N(Q—P)
(P=Q) = (PAQ)V(PA-Q)
(P Q)= (-PVQ)N(PV-Q)

11



19. (Idempoténcia)
PVP~P
PAP— P

20. (Contrareciproca)
(P = Q) < (-Q = ~P)
(P —=Q) < (@ = —P)
(=P = Q) = (=@ = P)
21. (Inport-Export)
(P = (Q@—R) < (PNQ) =R
22. (Absorgao)

PV (PANQ) < P
PA(PVQ)«— P

12



2.2 Problemas

1. Traduza cada uma das frases para a linguagem do céalculo proposi-
cional. [Atribua letras as proposi¢oes atémicas e use conectivos e pa-
renteses.]

(a)
(b)
(c)
(d)
()

O Oscar e a Alice vao  escola.

O Oscar inscreveu-se em Légica, mas a Alice nao.
Nem o Oscar nem a Alice gostam do Podncio.

Se o Oscar sai com a Alice entdo o Poncio nao.

O Oscar sai com a Alice ou o Poncio sai com a Alice, mas nao
ambos.

O Oscar passa a Logica s6 se estudar.

O Oscar nao passa a Lodgica a nao ser que faga o trabalho de casa
e estude.

O Oscar nao passa a Légica se nao fizer o trabalho de casa nem
estudar.

Nao ¢é verdade que Oscar passe a Logica desde que faga o trabalho
de casa e estude.

Uma condigao suficiente para Oscar passar a Logica é que ele
estude e faca o trabalho de casa.

Se 0 Oscar nao estudar e fizer o trabalho de casa entao ele nao
passa a Logica.

Se o Oscar e a Alice trabalharem a um ritmo constante entao nio
hé perda nem ganho de eficiéncia quando trabalham juntos.

Se perder o meu combdio chego 10 minutos atrazado, assumindo
que o préximo vem a tabela.

Vamos hoje ao parque desde que o carro nao se estrague e nao
chova.

Se Logica é dificil o Oscar e a Alice s6 passam se estudarem.

Se duas rectas sao complanares uma condicao necessaria e sufi-
ciente para serem paralelas é que nao se intersectem nem coinci-
dam.

Se Q é um quadrilatero entao Q é um paralelogramo sse os seus
lados opostos sao paralelos e iguais.

13



(r) Se a funcdo f é continua no intervalo (a,b) entdo f tem um
maximo em [a, b] ou f nao é continua em a e b.

(s) Uma condicao suficiente para a fungao f ter um maximo em [a, b]
é que f seja continua em (a,b) e que f seja continua em ambos
aeb.

(t) Se f’ estd definida num intervalo (a,b), uma condigao necessdria
e suficiente para f ser crescente em (a,b) é que f’ seja positiva
em (a,b).

(u) Uma condicao necesséria e suficiente para f’ ser positiva em (a, b)
é que [ esteja definida em (a,b) e f seja crescente em (a,b).

(v) Sel = f: f(z)dz e A é uma aproximagao de I obtida pelo método
do trapézio entdo A > I se f” > 0 para x € [a, b)].

(w) Se 3 e 4 forem substituir z e y, respectivamente, na desigualdade

2z + y < x + 3y obtemos a desigualdade 10 < 15.

(x) Se v1,v2,v3 sdo trés vectores de R? aplicados na origem, entdo o
conjunto S = {vy,v2,v3} é linearmente independente sse os trés
vectores estao no mesmo plano.

2. Atribua letras as proposigoes atémicas e traduza cada uma das seguintes
frases numa férmula légica.

(a) Se a Alice passou a Ldgica ou a Geometria entao ela foi aceite na
universidade.

(b) Se a Alice nao passar a Légica e a Geometria entao nao serd aceite
em Harvard nem Yale.

(c) Nao é verdade que se o Oscar arranjar emprego se case com a
Alice.

(d) Oscar procurara emprego se chumbar, a nao ser que va para uma
escola técnica.

(e) O Oscar e a Alice acabam a licenciatura sé se passarem a Légica.

(f) Uma condigao necesséria e suficiente para que trés pontos A, B, C
estejam na mesma recta é que a distancia de A a C seja a soma
da distancia de A a B com a distancia de B a C.

(g) Se f é continua e diferencidvel em [a, b], entao had uma tangente
horizontal ao grafico de f entre a e bou f(a) e f(b) nao se anulam
simultaneamente.
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(h)

Uma condigao necesséria para f ser continua em x = a é que f(a)
esteja definido e lim, ., f(x) exista.

Se x ¢ um numero inteiro entao exactamente um numero de entre
rex+1épar.
Se f é continua mas nao integravel em (a,b) entdo f nado estd

definida simultanemante em a e b.

Se A é uma proposicao falsa entao a proposicao condicional A —
B tem a forma F' — V ou F' — F, conforme B é verdadeira ou
falsa, respectivamente.

Se f é uma funcdo e f tem derivadas continuas f) numa vizin-
hanca de 0, V, paran =10,1,2,... entao

> ¢(k)
f(z) = fk'(o):z‘k para z eV
k=0 '
sse o resto, Rni1(z) = 4 [ fOFD(t)(x — t)"dt converge para

zero quando n cresce sem limite.

3. Determine a reciproca, inversa e contra-reciproca de cada uma das
seguintes proposicoes condicionais.

(a)

Se v é paralelo a w entao |v-w| = ||v]|||w]|.
Duas rectas intersectam-se se nao sao paralelas.

Se o Oscar se licenciar ele vai procurar emprego ou inscrever-se
num curso de mestrado.

Se a Alice se licenciar e se inscrever num curso de mestrado entao
a sua licenciatura nao é de Matematica.

Se a Alice se licenciar com boa média a Matematica ela vai ter
uma bolsa para se inscrever num curso de mestrado.

Passar a Algebra é uma condicio necessaria para o Belo se licen-
ciar.

Uma condigao suficiente para um triangulo satisfazer o Teorema
de Pitagoras é ser um tridangulo rectangulo.

Uma condigao necessaria para dois triangulos serem semelhantes
é que tenham lados iguais.

Um triangulo é equildtero sé se os seus trés angulos sao iguais ou
os seus trés lados sao iguais.
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(j) Trés pontos estdo sobre a mesma circunferéncia sse nao forem
colineares.

4. Determine a tabela de verdade de cada uma das férmulas seguintes.

A— (B— —A)
(ANAB—C)«< (A—-C)V(B—C)

5. Mostre que cada um dos seguintes pares de formulas partilham a
mesma tabela de verdade.

6. Construa uma arvore a partir de letras proposicionais para cada uma
das seguintes férmulas.
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3 Argumentos

Tautologias. Regra para tautologias. Regra para as premissas. Regra da
implicacao. Prova indirecta.

3.1 Notas
3.1.1 Argumentos

Tautologia é uma féormula cuja tabela de verdade sé apresenta o valor V.
Exemplo: AV —A.
Contradicao é uma féormula cuja tabela de verdade s6 apresenta o valor F.
Exemplo: A A —A.
P implica tautologicamente Q se P — () é uma tautologia. Escreve-se
P=Q.
Exemplo: P = PV Q.
P é tautologicamente equivalente a Q se P < () é tautologia. Escreve-se
P < Q.
Exemplo: P < P A P.
P, ..., P, implicam tautologicamente Q se P A---AP, — @ é tautologia.
Teorema: P, ..., P, implicam tautologicamente Q) sse quando os valores de
verdade de P, ..., P, sao todos V, o de Q também é V.
Argumento é um conjunto de premissas—P4, ..., P,,— e uma conclusao, ).
O argumento é valido se
P,..P,=Q

isto é, se P, ..., P, implicam tautologicamente ().

Para estabelecer a validade de um argumento recorremos a uma demons-
tragdo (ou prova). Um contra-exemplo mostra que um dado argumento
nao é valido. Um contra-exemplo é uma atribuicao de valores de verdade
as letras proposicionais de forma a que as premissas sejam todas V e a
conclusao seja F.

Para construir demonstragoes necessitamos de regras de inferéncia.
Regra da Tautologia—T Uma férmula ) pode deduzir-se das férmulas
P,..P,se PLN---NP,= Q.

Em particular, se Q é uma tautologia, () pode deduzir-se do conjunto
vazio.

Alguns casos particulares que saem desta regra (ver também lista das
tautologias uteis):

R1 P, P — @, conclusao: Q.
R2 -Q, P — @, conclusao: —P.
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R3 —-P, PV Q, conclusao: (.
R4 —(—P), conclusao: P. P, conclusao: —(—P).
Demonstracao formal (versao 1) de @ com premissas P, ..., P, é uma
sequéncia finita de férmulas Ry, ..., R, tal que R, = @, e R; é uma premissa
ou se pode deduzir dos R;’s anteriores usando uma regra de inferéncia.
Notacao:
P, P Q.

Regra das Premissas—P Uma premissa pode ocorrer em qualquer linha
de uma prova.

Nota: De uma "regra de inferéncia” falsa (ie, que nao preserve a verdade)
pode deduzir-se uma contradicdo. De uma contradicao tudo se pode deduzir.
Regra da Prova Condicional—PC Se () se pode deduzir de P e de um
conjunto de premissas I', entao P — () pode deduzir-se de I'. Isto é, se
IPFQentao ' P — Q.

Prova formal (versao 2) de @ a partir das premissas P, ..., P, é uma
sequéncia finita de pares ordenados (aq, R1), ..., (am, Rp) onde cada «; é
um conjunto de férmulas e cada R; é uma férmula, verificando:

1. ap C{Py, ... Py}, Ry = Q.

2. Cada R; ¢ uma premissa original ou pode ser deduzida das R;’s ante-
riores usando uma regra de inferéncia.

3. Se R; é uma premissa entdao «; = {R;}.

4. Se R; se deduz das anteriores R;’s usando uma regra de inferéncia
entdo «a; é definido pela regra (a; é o conjunto de férmulas de que R;
depende).

Regra da Prova Indirecta—P1I Se QA—(Q se pode deduzir de um conjunto
de premissas I' e de =P entao P pode deduzir-se de T'.

Em simbolos: Se =P,I' - Q A =Q entao I' - P.
Céabula Util para fazer demonstracoes:

1. Para provar P A () provar separadamente P e () e usar

PQFPAQ.

2. Para provar P — @ usar P como premissa, deduzir () e usar a regra

PC.

3. Para provar PV Q)
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6.

(a) Provar P e usar P+ PV @Q ou provar @ e usar Q + PV Q.

(b) Tomar —P como premissa, deduzir @, usar regra PC para obter
=P — @. Usar depois

~-P - QFPVQ.

. Para provar P < @ provar P — QQ e () — P e usar

P—QQ—PFP<Q.

se estas falharem...

. Prova indirecta: Para provar P tomar —P como premissa e tentar

deduzir uma contradigao.

(a) Para provar P tente-se encontrar uma férmula @ tal que se de-
duzam Q — P e =) — P. Depois usar a regra

Q— P,—-Q—PFP

(b) Para provar R a partir de PV @ provar P — R e Q — R e usar
a regra correspondente a tautologia 8 para obter PV Q — R.
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3.2 Problemas

A. Para cada um dos seguintes pares de frases, use tabelas de verdade
para decidir se se tem

i)
i)
i)

)

111

1v

© © N e W=

— =
_= O

12.

(a) = (b),
(b) = (a),
(a) < (b),

nenhuma das anteriores.

(a) A — (B — —0), (b) A— (-B— ().
(a) ANB — =C, (b) A— (C — —B).
(a) (AANB)AC, (b) C — (B— A)
(a) A, (b) AV (BACQ).
(a) A, (b) (ANB) VvV C.
(a) AVBVC, (b) AV (=AAB)V (=BAC)V ~C.
(a) (AVB)AC, (b) (AANB)V(mAANB)V(AN=B))AC.
(a) (AABAC)V(AANBA=C), (b) (AV=B)A(BV-C)A(CV—-A).
(a) ANBAC, (b) (AV=B)A(BV-C)A(CV-A).
(a) (A—B)VvC, (b) (A<~ B)AC
.(a) (A—=B)—C, (b) A— (B — ().
(a) (A< B) < C, (b) A~ (B« (C).

B. Cada uma das seguintes férmulas é uma tautologia que se obtém
por intermédio de uma substituicio numa das tautologias tteis que
listamos. Em cada caso identifique a tautologia utilizada e a corres-
pondente substituicao.

Ne o WD

(AVB)V(CAD)«— (AVBVC)AN(AVBVD,).
-AAN(mA—BVvVC)—BVC.
(ANB)V(AN-BAC)— AN(BV (~BAQ)).
(ANB)V(AANBAC)«— ANB.
(ANABANC — DA-D)——=(ANBAC).
AN-A— AV A

(AN-A)V=(AN-A).
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8.
9.
10.

(AAN-BAC)V(AAN-BA-C) < (AAN-B)A(CV-C).
—“(AV-BVC)— AN-(=BVC).
(ANB—CVD)«— (A—(B—CVD,)).

C. Traduza cada um dos argumentos seguintes para notagao légica, usan-
do as letras sugeridas para as proposicoes atémicas. Decida sobre a
validade de cada um usando tabelas de verdade.

1.

Se o Oscar estd na aula entdo a Maria ou a Alice também. A
Maria nao esté na aula. Logo a Alice esta na aula se o Oscar esta
na aula. (O, M, A).

. Se o Oscar estd na aula a Maria também, e se a Maria estd na

aula o Gato também estd. O Oscar estd na aula a menos que o
Gato esteja na aula. Logo a Maria nao vai a aula. (O, M, G).

Se o Oscar vai & aula entdo a Alice vai a aula sé se o Gato vai
a aula. O Gato vai & aula. Logo se o Oscar vai a aula a Alice
também. (O, A, G).

Se 0 Oscar e o Gato vao ambos & aula a Alice também vai. O

Gato vai a aula. Logo ou a Alice vai & aula ou o Oscar nao vai a
aula. (O, G, A).

. Se O Oscar e o Gato vao a aula entdo ou a Maria ou a Alice val &

aula. Nao é verdade que ou o Oscar ou a Maria vai a aula. Logo
ou 0 Oscar ou a Alice vai a aula. (O, G, M, A).

Se 0 Oscar e o Gato vao a aula entdo a Maria e a Alice também
vao. Nao é verdade que o Gato v4 & aula s6 se a Alice for a aula.
Logo o Oscar nao vai a aula. (O, G, M, A).

Uma condicao necessaria e suficiente para o Oscar ir & aula é que
a Maria ou a Alice vd a aula. Uma condigao suficiente para a
Alice ir & aula é que o Gato va. Contudo, o Gato nao vai a aula
a nao ser que a Maria v4, e a Alice vai s6 se o Oscar for. Logo a
Alice vai 4 aula se e s6 se o Oscar for. (0, M, A, G).

Se o Oscar for & aula entdo nem a Maria nem a Alice vdo. Se
a Alice ndo for a aula entdo o Gato também ndo vai, mas se a
Maria nao for entdo o Gato vai. Logo o Oscar ndo vai  aula. (O,
M, A, G).

D. Construa uma prova formal para cada um dos argumentos validos do
problema C. Produza contra-exemplos para os argumentos nao validos.
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E. Usando tabelas de verdade decida sobre a validade dos seguintes ar-
gumentos.

1.

Premissas: O - M VYV, M,V — O
Conclusao: O.

. Premissas: O — (V < G), M — (V A =QG)

Conclusao: -O Vv M.

. Premissas: O - M, G—V,-MV -V, GV-M

Conclusao: O <~ —G.

. Premissas: O -V, G—->M,G—-0OV-M,GV-M, MV -V

Conclusao: O « G.

. Premissas: ONG -V, V —--M,~J —> M, M — —J

Conclusao: G — (0 — J).

. Premissas: -0 — -V, 0 - -GV M, -M

Conclusao: -G Vv —V.
Premissas: (M — O)AN(G—=V), MV G, O
Conclusao: OAV.

. Premissas: MVV -G, G—-V,0—~JV-aV

Conclusao: O — (M — —J).

F. Construa uma prova formal para cada um dos argumentos validos do
problema E. Produza contra-exemplos para os argumentos nao validos.

G. Utilizando letras para as proposicoes atémicas, traduza cada um dos
argumentos seguintes em notacgao logica. Se o argumento é vélido,
prove-o formalmente, caso contrario exiba um contra-exemplo.

1.

Sea<beb< centioa < c. E verdade que a < b, mas nao se
tem a < c. Logo b < ¢ é falso.

. Se a > 0 ent@ao uma condicao necessaria e suficiente para b > ¢ é

que a-b>a-c. E verdade que se tem a-b > a-c. Logo b > c.

.Sea>0eb>centdoa-b>a-c,esea 0 masb > c, entdo

a-b¥ a-c Logoa>0seesésea-b>a-c.

.Sea<0el<bentaoa<b SeO0<cea<b entdoa-c<b-c.

Acontece que a <0e0<c. Logo0<bsésea-c<b-c.

. Uma condig@o necessaria e suficiente para b < ¢ é que —c < —b.

Além disso, se a + (—c¢) £ a+ (—b), entdo b £ c¢. Logo b < ¢ sse
a+ (—c) <a+ (-b).
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6.

10.

Sea<0eb<£0entaoa-b<0. Sea-b <0, entdo se b < 0
tem-se a £ 0. Sea-bL0entdoousetema <0eb<0,oua<£0
eb<£0. Sea-b<0eb«0entao a < 0. Logo, uma condigao
necessaria e suficiente para a-b <0 é que a < 0 sse b £ 0.

a<0oub<0. Tem-se também que a-b<0sea<0eb<£0ou
se b<0ea<0. Logo, se nao se tiver simultaneamente a < 0 e
b<Oentaoa-b<0.

(a) Defina-se uma funcao f por

f(:z:):{ r se <0

5 se x£0

Logo f(xz) =x ou f(x) =5.
[Sugestao: Seja Z: x < 0; X: f(x) =x; F: f(x) = 5].
(b) Defina-se uma fungao g por

_ flx) se <2
g(x)—{ 6 se xz£2

onde f(z) foi definida na alinea anterior. Assuma que x < 0
oux £ 2. Logo g(z) = z ou g(x) = 6.
[Sugestao: SeZ: x < 0eT:z <2, entao 0 <x <26 -ZAT.
Seja X: g(x) = z; F: g(x) = 5; S: g(z) = 6].
(c) Seja g a funcdo definida acima. Assuma que nem g(z) = 5
nem g(x) = 6. Logo g(z) = =.
Se f é continua em (a,b|, entdo f tem um méximo em [a,b] se
estiver definida em a. Se f nao estiver definida em a, entao existe
um ponto c entre a e b tal que f(¢) > f(x) para todo o x € [a, b].
Se existe um tal ponto c entre a e b tal que f(c) > f(z) para todo
oz € [a,b], entdo f tem um méximo em |a, b].
(a) Logo f tem um méximo em |a, b].
(b) Logo, se f é continua em (a, b, entdo f tem um méximo em
[a, b].
[Use as letras C, M, D, B para as proposi¢oes atémicas.
Uma condigao necessaria para f ter um méaximo em [a,b] é que
f seja continua em (a,b] e f esteja definida em a. Uma condigao
necessaria e suficiente para f ter um méaximo em [a, b] é que exista

um ponto c entre a e b tal que f(c) > f(z) para todo o = € [a, b].
De facto, existe um ponto c entre a e b tal que f(c) > f(z) para

23



11.

12.

todo o x € [a,b]. Logo f é continua em (a, b e f estd definida em
a. [Use as letras do problema 9].

Se z é substituido por um e dois na desigualdade z? +1 > z + 1,
obtemos 2 > 2 e 5 > 3, respectivamente. Contudo 2 % 2, mas
5 > 3. Logo ndo substitufmos x por um na desigualdade z?+1 >
x + 1, mas sim por dois. [Use as letras A, B, C: 2> 2,eD: 5 >3
para as proposigoes atémicas].

Se z é substituido por um e dois na desigualdade z? +1 > z + 1,
obtemos 2 > 2 e 5 > 3, respectivamente. Contudo nao se tem
2 > 2 mas 5 > 3. Logo nao substituimos x por um e por dois na
desigualdade 22 + 1 > x + 1. [Use as letras do problema 11].

H. Dé uma prova formal de cada um dos argumentos validos seguintes.

1.

Premissas: A — (B—C),C —-D,-E — D
Conclusao: B — (A — E).

. Premissas: AVB,C —--A, B— D,C — —-D

Conclusao: —C.

Premissas: (AVB)VC, A— (D < —-FE), B— =(-DVE), E —
-(CvD),-E—CAD

Conclusao: D «— —FE.

. Premissas: (A— B)V(AA-C), A, C—-B,-C — B

Conclusao: —C.

Premissas: (A — B)A(C — —D), (FE — —~B)A(-F — D), =EV
F—-G,-B—-D,AvC

Conclusao: BAG.

. Premissas: ANC — D, BANC - D, -AN-B—FEVF G—

-E, F— H,CAN=-D
Conclusao: -GV H.
Premissas: AAN(BVC), ANB — DA-F, A — (C — —~(DV~—F))

Conclusao: D «— —F.

. Premissas: ANAB—-C,AVE,G— (-CAN-D),A— B, A—

C,C—-D,B—D
Conclusao: “AA (G — E).

. Premissas: “A—-CVD,B—-EANF, E— D, D

Conclusao: (A — B) — C.
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10. Premissas: A - B, C — -B, -C — D, AN—-D

11.

12.

Conclusao: F — F.

Premissas: B - A, -Av(C,C - DVE D— FAN-B E —
-ANF,F —>A -BVG—HANI,H— B

Conclusao: H AN —H.

Premissas: A - (B—C), " A—- DAN-E,ANB — -C, D —
FVvG,-B— (G— H),EV(HV-QG)

Conclusao: G — H.
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4 Premissas

Consisténcia. Jogos logicos.

4.1 Notas
4.1.1 Consisténcia

Consistente é um conjunto de premissas, I', do qual nao é possivel deduzir
uma contradigdo. Isto é T't/ Q A —Q.

I" é consistente sse existe uma férmula P tal que I' I/ P.

I" é consistente sse é possivel atribuir valores de verdade as proposigoes
atémicas de forma a que todas as proposicoes de I' sejam simultaneamente
verdadeiras.

4.1.2 Puzzles

Para resolver puzzles légicos basta, muitas vezes, eliminar os casos que levam
a deduzir contradicoes. Trata-se portanto de estudar a consisténcia de um
ou mais conjuntos de proposigoes.
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4.2 Problemas

A. Para cada um dos conjuntos de premissas seguintes atribua letras
as proposicoes atémicas para traduzir para a linguagem do calculo
proposicional.

Decida sobre a consisténcia de cada um. Em caso de consisténcia
atribua valores de verdade as proposicoes atéomicas de forma a que as
premissas sejam todas verdadeiras; caso contrario deduza formalmente
uma contradicao.

1. Se o Oscar estudar passa a Ldgica. Se nao estudar também passa.
Contudo o Oscar nao passa a Logica.

2. Se o Oscar estudar ele passa a Légica ou a Matematica. Contudo,
o Oscar nao estuda, mas passa a Logica ou a Matematica.

3. Se a Maria estudar e o Oscar nao a distrair, a Maria passa a
Loégica e a Matematica. O Oscar nao distrai a Maria. Contudo,
a Maria chumba a matematica.

4. Se o Oscar estudar ele acaba o curso este semestre ou no préximo.
Se acabar este semestre ele vai fazer um mestrado. Se acabar no
préximo ele nao vai fazer um mestrado. O Oscar estuda.

5. Se a Maria estudar ela vai acabar o curso. Se ela acabar o curso
val fazer um mestrado e casar-se. Se for fazer um mestrado a
Maria nao terd filhos este ano, mas se se casar entao terd filhos
este ano. A Maria nao estuda mas acaba o curso.

6. A Maria acaba o curso a menos que se case. A Maria vai trabalhar
se e sO se se casar. Se ela for trabalhar entdo nao pode ajudar
a Ana nos trabalhos de casa. Se a Maria ndao ajudar a Ana nos
trabalhos de casa, a Ana nao acaba o curso. A Maria acaba o
curso se e sO se a Ana néo acabar.

7. Se o Oscar estudar para o exame entao ele nao vai as docas na
sexta-feira. Se o Oscar nao estudar para o exame entao ele nao
acaba o curso. Se ele nao acabar o curso entao nao arranja em-
prego. Se o Oscar ndo for as docas na sexta-feira ele nio en-
contrard a Ana. Contudo o Oscar arranja emprego e encontra a
Ana.

8. Se o Oscar e a Alice tém a mesma idade entdo o Jorge e a Maria
nao tém a mesma idade. O Oscar e a Alice tém a mesma idade
ou o Oscar é mais velho que a Alice. Se o Oscar é mais velho que
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a Alice entdo ele é mais velho que a Maria. Nao é verdade que se
o Jorge e a Maria tiverem a mesma idade entdo o Oscar é mais
velho que a Maria.

. Se 0 Oscar e o Jorge acabarem os seus cursos, entao um deles

val arranjar emprego. Se o Oscar arranjar emprego entao o Jorge
nao. Se o Jorge acabar o curso entao o Oscar nao. Nenhum deles
acabou o respectivo curso, mas um deles arranjou emprego.

Se o0 Oscar acabar o curso entao o Jorge e a Alice também. Se o
Oscar nao acabar o curso entdo o J orge acaba o curso e arranja um
emprego. Se o Jorge acabar o curso entao, se arranjar emprego, a
Alice também arranja emprego. Se a Alice acabar o curso entao
o Jorge arranja emprego. Se a Alice arranjar emprego entao o
Jorge nao acaba o curso.

Sea<beb<centaoa <c Sea<beb« centaoa £ c. Se
a<beb<centdoa<c Contudo, a <cssea<beb<cou
a £ b.

Sea < b entao b<csésea<c. Sea<bea<c entaob <c
oub< c. Seb< centdaoa £ b Contudo, b < ¢ a nao ser que
a £ c.

Nos exercicios sequintes considere uma frase do tipo "P € ver-
dadeira” uma proposi¢do atomica.

Se a proposicao condicional A — B é falsa entdo A é verdadeira
e B é falsa. A proposicao condicional A — B é falsa.

Uma condigao necessaria e suficiente para a proposicao condi-
cional A — B ser verdadeira é que ambas A e B sejam ver-
dadeiras. Uma condicao suficiente para B ser falsa é que A seja
verdadeira. Uma condicao necessdria para a proposicao condi-
cional A — B ser verdadeira é que A seja verdadeira. Contudo,
a proposi¢ao condicional A — B é falsa.

Se A é falsa a proposi¢ao condicional A — B é da forma F' — V
ou F' — F, conforme B é verdadeira ou falsa, respectivamente.
A proposicao condicional A — B é da forma FF — V se B é
verdadeira e A é falsa, mas nem B é verdadeira nem A — B é da
forma F — F.

Se A é verdadeira, a proposigao condicional A — B é da forma
V — V se B é verdadeira, e da forma V' — I se B é falsa. Se B
é falsa A — B ¢ falsa. Contudo, A — B néo é da forma V — V,
e é verdadeira.
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17.

18.

19.

20.

Se A é falsa a proposi¢do condicional A — B é verdadeira, e
se A é verdadeira a proposicdo condicional A — B é verdadeira
se B for verdadeira. Uma condigdo suficiente para A — B ser
verdadeira é que A seja verdadeira e B seja falsa. Contudo, a
proposicao condicional A — B é falsa.

Se a funcao f é continua no intervalo (a,b), entdo f tem um
maximo e um minimo em [a, b] desde que f seja continua em a
e b. A funcdo f ndo tem um mdaximo em [a,b] sé se f nao for
continua em (a, b); f ndo tem um minimo em [a, b] s6 se f nao for
continua em a. Se f tem um maximo em [a, b] entao f é continua
em b, mas se f tem um minimo em [a, b] entdao f nao é continua
em b. Neste caso f é continua em (a,b).

A fungao f é continua em (a, b), f é continua em a e b, e f tem um
méximo em [a, b], mas ndo tem minimo em [a, b]. Se f é continua
em (a,b), entdo f tem um maximo e um minimo em [a,b] ou f
nao é continua simultaneamente em a e b.

Se f é continua em (a, b), entdao f tem um méximo em [a, b] se f
¢ continua em a, e f tem um minimo em [a, b] se f é continua em
b. Se f tem um méximo em |[a, b, entdo f nao é continua em b.
Se f é continua em (a,b) entdao f é continua em a e b. Se f tem
um maximo em [a,b] ou f nao tem um minimo em [a, b], entao f
é continua em (a,b). Se f é continua em a ou se f nao tem um
méximo em [a, b], entdo f é continua em (a,b).

B. Decida sobre a consisténcia dos seguintes conjuntos de premissas. Fun-
damente as suas respostas, isto é, no caso de consisténcia atribua valo-
res de verdade as proposicoes atémicas que tornem todas as premissas
verdadeiras, no caso de inconsisténcia deduza uma contradigao ou use
tabelas de verdade para mostrar que as premissas nao podem ser si-
multaneamente verdadeiras.

No ot W=

ANB, AN-C

A— BA-C, AN-B

AVB—-C, ANC

A— BvC,AN-B
A—B,C—-B,-C—D, AN-D
A—-(B—-C),-D—B,C—D,C—-A A
A— (B~ (C),B—D,BVC—-D, AN-D
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8. AV—-(Bv-C),A—D,-(AAND),B— D, B—C

9. A« BVC,Av-D,-BVD,CV-D,B+ -A

10. A« Bv(C, B« -A, BV D,-CV-D

11. AvB)v(C, A —- (D < —-E), -(-DV E), E - —-(CV D),
-FE—-CAD, D« —FE

12. ANB—C,AVE,G— (-CAN-D), A~ B, A—C,C — =D,
B — D, AV (GAN-E)

13. A—-C,Av-B,C - DVE,D— FA-B, E— -ANF, AV—F,
-BVG—HAI,H—B

14. ANC—-D,BNC —D,~(AVvB)—EVF,G— —~FE,~FVH,
CN-D,G—H

15.A—- (B —-C),"A—- DAN—-E, ANB — —-C, D —- FVG,
BVv(G—H),G—-FEVH, GN-H

C. Num julgamento, quatro testemunhas—Artur Jorge, Belmiro de Azevedo,
Cassius Clay e Desdémona— prestam declaragoes.

i) Determine, em cada caso, se os testemunhos sao consistentes.

ii) Se os inocentes falam verdade e os culpados mentem, determine,
se possivel, quem ¢é culpado e quem ¢ inocente.

1. Artur: O Belmiro ou o Cassius é culpado, mas eu estou inocente.

Belmiro: Se a Desdémona ¢é culpada entdao todos os outros somos
inocentes.

Cassius: Se o Belmiro é culpado eu sou inocente.
Desdémona: O Artur ou o Belmiro é inocente.

2. Artur: Se o Belmiro ou o Cassius é inocente entao eu também
sou.
Belmiro: o Artur é culpado, e o Cassius ou a Desdémona também.
Cassius: Se o Belmiro é inocente entao a Desdémona é culpada.
Desdémona: Se o Belmiro é culpado entao o Cassius é inocente;
contudo, o Belmiro esta inocente.

3. Artur: Das duas, uma: ou o Belmiro é culpado e o Cassius é
inocente ou o Belmiro é inocente e o Cassius é culpado.

Belmiro: Se o Artur ou a Desdémona é inocente, entdo o Cassius
tmabém é.
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Cassius: O Artur ou o Belmiro é culpado, mas eu sou inocente.
Desdémona: O Belmiro estd inocente ou o Cassius é culpado se
e s6 se o Belmiro estd inocente e o Cassisus é culpado.

4. Artur: Ou eu sou inocente ou a Desdémona é culpada.

Belmiro: Se o Cassius é culpado entao a Desdémona estd inocen-
te.

Cassius: Se eu sou inocente entao o Belmiro é culpado.
Desdémona: Se o Artur estd inocente entdo o Belmiro também.

5. Artur: A Desdémona estd inocente ou o Belmiro é culpado.
Belmiro: O Cassius € inocente ou a Desdémona é culpada.

Cassius: O Artur estd inocente ou ou a Desdémona é culpada, e
o Belmiro estd inocente se e s6 se o Artur é culpado.

Desdémona: o Artur estd inocente se e sé se ou o Belmiro ou o
Cassius é inocente.

D. Quatro pessoas—Amoruso, Bette Davis, Cantona, Drulovic—tém qua-
tro profissdes: Ladrao, Pescador, Treinador de ledes, Vendedor de
enciclopédias.

i) Determine se as seguintes afirmagoes sao consistentes. ii) Em caso
afirmativo as profissao de cada um pode ser determinada de forma
Unica?

V nao é B nem C.
A n3o é P nem V.
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(¢) Cnao éT.
d) Dnaoé V.
(e) V nao é A nem B.
(f) L nao é C nem D.

L ndo é A nem D.
b
(¢) T nao é B nem C.
d

)
)
)
)

g) T nao é A nem D.
)
) P nédo é B nem C.
)
)

(

(
5. (a

(

(d) V nao é C nem D.

E. Estamos na ilha FaVe, cujos habitantes sao de dois tipos—mentirosos
(Fas) e verdadeiros (Ves). Os mentirosos mentem sempre, os ver-
dadeiros nunca mentem.

1. Encontramos trés nativos—R, S, T—que dizem o seguinte:

(a) R: Somos todos Ves.

S: Exactamente um de nds é um Ve.
Exactamente dois de nés sao Ves.
(b) Nenhum de nés é Ve.
Exactamente um de nds é Ve.
(c) S e T sao do mesmo tipo.

Eu e T somos Ves.

S é Fa.

S e T sao Fas.

R é Ve.

R é Ve.

S e T nao sao do mesmo tipo.

R é um Ve.

R é um Ve.

Pode determinar-se, em cada caso, o tipo de cada pessoa? Justi-
fique.

(d)

(e)

P HSuwIddndndHH

=

2. De novo em FaVe encontrmos trés nativos—U, V, W— e perguntamos-
lhes: Quantos de vds sois Ves? A primeira pessoa a responder,
U, fa-lo na sua lingua, que nds nao entendemos. Depois...

(a) V: U disse ”Exactamente um de nés é um Ve”.

W: Nao acreditem em V, V é um Fa.
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U disse ”Exactamente um de nds é um Ve”.
: V disse a verdade.
U disse ” Todos somos Ves”.

Isso é mentira, V é um Fa.

Se V mentiu entdo U é um Ve.
U disse ”V e W sao Ves”.
: V nao disse a verdade.

A%
W
v
W:
V: U disse "Nenhum de ndés é um Ve”.
W
A%
W

Em cada caso decida se o tipo de V e de W podem ser determi-
nados de forma tnica.

Uma mutacao genética aconteceu em FaVe: nasceu uma crianga,
o Sinado, que mente e diz a verdade alternadamente. Nunca se
sabe se a sua primeira frase é falsa ou verdadeira.

(a)

Encontramos trés criancas na ilha—X, Y e Z—e sabemos que
uma delas é o Sindo, outra é um Ve e a outra um Fa, mas
nao sabemos qual é qual. X diz trés frases

X: Eu sou o Sinao.

X: Y é um Fa.

X: Z é um Ve.

Pode determinar-se o tipo de cada crianga?

O Sinao tem trés irmaos—il, i2, i3. Em cada sequéncia de
frases cada uma destas criangas mente exactamente uma vez,
mas nao sabemos de antemao quando estao a mentir. Um dia
as bolachas nao estavam na caixa habitual...Os testemunhos
foram os seguintes.

il: - il e i2 roubaram bolachas.
O Sinao também roubou bolachas, mas eu nao.

i2: - Eu nao roubei nenhuma bolacha, mas o Sinao roubou.
il roubou algumas bolachas.

i3: - i2 roubou algumas bolachas mas o i3 nao.

Eu nao roubei nenhuma bolacha.
Pode determinar-se quais as criancas que assaltaram a
caixa das bolachas?

(c) Sobre um dia escolar do Sindo os seus irmaos disserem o
seguinte.

il: - Foi a aula de Matemaética.
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- Nao foi a aula de Historia.

- Nao foi a aula de Biologia.
i2: - Foi a aula de Histéria.

- Foi a aula de Inglés.

- Nao foi a aula de Matematica.
i3: - Foi a aula de Matematica.

- Foi a aula de Histéria.

- Nao foi a aula de Inglés.

Assumindo que cada crianca mentiu exactamente uma vez, a
que aulas assistiu o Sinao?

(d) Sobre um exame de Matematica disseram as criancinhas o

seguinte.

il: - A minha nota é menor que a do i2.
- 12 teve 70.
- i3 teve 30 mais do que o i2.

i2: - Tirei 60.

- Tirei 20 menos do que o i3.
- Tirei 10 mais do que o il.
i3: - A minha nota é maior do que a do i2.
- A minha nota é 30 mais do que a de il.
- A nota do i2 é 70.
Determine, se possivel, a nota de cada petiz.

(e) Os pais perguntaram: Quantos rebugados tem cada um de
vocés? As respostas foram as seguintes.

il: - O i2 tem sete.
- FEu tenho menos do que o i2.
- O i3 tem trés mais do que o i2.
i2: - Eu tenho seis.
- Tenho menos dois do que o i3.
- Tenho mais um do que o il.
i3: - Nao sou o que tem menos.
- Tenho mais trés do que o il.
- O il tem nove.

Quantos rebucados tem cada crianca, assumindo que cada uma
mente exactamente uma vez?
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5 Aplicacoes do Calculo Proposicional

Forma disjuntiva normal. Algebra das férmulas.

5.1 Notas
5.1.1 Forma Disjuntiva Normal

Dada uma tabela de verdade existe uma formula do cdlculo proposicional
com essa tabela de verdade.

Uma férmula ¢ com varidveis proposicionais Py, Ps, ..., P, diz-se na forma
disjuntiva normal se for uma disjuncao de conjungoes da forma

XiNANXo AN NX,,

onde cada X; é P, ou =P, i=1, 2,..., n.
Cada formula do cdlculo proposicional que nao seja uma contradi¢do € tau-
tologicamente equivalente a uma formula em forma disjuntiva normal.

5.1.2 Algebra das Formulas

1 é uma subférmula de uma férmula ¢ se ¥ é uma sequéncia de simbolos
consecutivos de ¢ que é uma férmula.

As subférmulas de ¢ sao as férmulas que ocorrem na arvore de ¢.
Regra das Férmulas Tautologicamente Equivalentes (TE): Se ¢,
V2, Y1, P9 sao formulas do cédlculo proposicional tais que 1 é subférmula
de 1, e se 2 se obtem de 1 substituindo alguma ocorréncia de i por s,
com 1 < Y2, entao Y1 & Ea.

Algumas Tautologias Uteis nas Simplificagoes. Usamos o simbolo T
para designar uma tautologia qualquer e | para uma contradicao genérica.

1. (PV-P)&e T
2. (PN-P)& L
3. T & L
4. -1l T
5. (PAT)e T
6. (PNL)& P

7. (PAT)& P
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

PAL
PVP
PVQ) e (QVP)

( ) &
( ) &
(PANP) &
( ) &
( ) = (QAP)

PAQ

-(-P)& P

(PV(PAQ)) <
(PA(PVQ)) <
(PV(@QVR)) < ((
(( (
(PVQ)A(PVR))
(PAQ)V(PAR)) <

~(PVQ) & (-PA-Q)
~(PAQ) & (~PV Q)
PV(-PAQ)) & (PVQ)
P—Q) & (-PVQ)
Pe@ e (PAQ)V
PeQ) e (PVQ)A

(
(
(
(

(PVQ)VR)
PA(QAR)) & (PAQ)AR)
(PV(QAR)
(PA(QVR))

(=P A=Q))
(PV-Q))
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5.2 Problemas

A. Forma disjuntiva normal.

1. Para cada uma das colunas (a)—(e) na tabela de verdade abaixo
determine uma férmula na forma disjuntiva normal que tem essa
tabela de verdade

—~
&
~—

(b)

—
o
~—
—
(oW
~—
—
)
~

mmmTmg <<l
HO<<HT™H<<|w
H<m<E<E <A

H<HE<S <=

H<dm< < <
<< << << <<

HoE A<

A%
F
F
F
F
v
F
F
—(e

2. Para cada uma das colunas (a)—(e) na tabela de verdade abaixo
determine uma férmula na forma disjuntiva normal que tem essa
tabela de verdade

—~~
5]
SN—
—~
=)
~
—~
e
SN—
—~
oL
S~—
—~
)
~

DO < << < <>
MO << << mHOgE<d< 4w
Ho<<HH<<HE<<dE< <A
H<<m<<dHm<<m<md<md<m<m<g
HmmHEH<<<</DdHmmDoE< o
HH<TdH<mmaR<dTgTg<g<
< HHHHETHE<"HTm""E"EST
H<m<d<mgmmmHm<m< << o
OO << << <<

3. Determine férmulas na forma disjuntiva normal tautologicamente
equivalentes a cada uma das seguintes.

a) A— B
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) ~(AVB) = ~AAC

) (FA < B)VC) A (=B AC)

i) ~(A— -BAC)A(AV B)A=C
) AV-B — AA-CAD
)
)

—

(AVBV-CV-D)A(—AVBVCV-D)
(AANB) < (mAV (C A=D))

m) (A—- BA-C)— (AVD —-BAC)

n) ~((AVB)A(C — D)) — AN-BA-D

B. Usando equivaléncias tautolégicas, simplifique as férmulas seguintes.
[Usamos as convengoes: P =—-P e PQ = P A Q).

(Q—P)—P

(P=Q)VQ

P—(Q— P)
P(PQV((PQ)VQ))

(P(Q = P)Q)— PVQ
PQ(P —~ PV Q)

PQRV PQRV PQR
PQRVPQRVQR
(PVQ)RV PRV (QV R)R
PQRV PQRV PQRV PQR

. PQRV PQRV PQRV PQR

. PQRV PQRV PQRV PQR

. PQRV PQRVPQRVPQRV PQR
. PVQVRVP(QRVQR)

. (PVQ)I(PVR)I(QVR)

- (PVQ)PQ)V R)((PVQ)PQR)
(PV(QVR)QR)PV(QV R)QR

© 0 NSO

e o S e S S S e T
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18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

PQRSV PQRS

PQRSV PQRSV PQRSV PQRS

PQRSV PQRSV PQRSV PQRSV PQRSV PQRS
PQV PQRSVPQRSV PQRSV PQRS
PRSVQRSV PRSVPQRS
PQVRSVPRSVPQRVPQRS
PQRSVPQRSVQVRVSVPVQVRVPQVR)
PRV QV (PRVQ)S

PQRSV (RV S)(QV RV S)(PVRVS)
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6 Calculo de Predicados

Termos e predicados. Quantificadores. Linguagens formais. Expressoes
proposicionais.

6.1 Notas
6.1.1 Termos e Predicados

Um predicado n-ario (ou relagao n-dria) é um conjunto de n-uplos.

Se n > 1 o dominio de um predicado n-ario R é o conjunto dos n — 1-uplos
(U1, ..., up—1) tais que para algum v se tem (uy, ..., up—1,v) € R.

f é uma funcao de n variaveis se f é uma relacao n + 1-aria tal que, para
qualquer elemento do domino de f, (uy, ..., u, ), existe um nico v verificando
(U1, ..., upn,v) € f. Escreve-se f(uq,...,up) = v.

O quantificador universal, V traduz ”"para todos”, ”"para cada”, ”para
qualquer”, ...

O quantificador existéncial, 3, traduz "existe”, "existe um elemento”,
”existe pelo menos um elemento”, ...

6.1.2 Linguagem Formal do Calculo de Predicados

A linguagem formal do cédlculo de predicados consiste em:
Variaveis: u, v, w, X, v, 7, ..., € estas letras indexadas.
Constantes: a, b, ....e, i, j, ..., t, e estas letras indexadas.
Simbolos funcionais: f, g, h, e estas letras indexadas.
Simbolos de predicados: A, B, C, ..., e estas letras indexadas.
Conectivos: -, A, V, —, <.

Quantificadores: V, 3.

Parenteses: (, ).

Definicao de termo:

1. As constantes e as varidveis sdo termos.

2. Se f é um simbolo de funcao de n variaveis e tq, ..., t,, sdo termos, entao
f(t1, ..., ty) é um termo.

3. Nada mais é termo.

Se P é um simbolo de predicado n-ario e t1, ..., t, sao termos entao Pty - - - ¢,
¢ uma férmula atémica.

Defini¢cao de férmula:
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1. Uma férmula atémica é uma férmula.

2. Se ¢ e 1 sao féormulas entao

(=), (p AY), (P V), (v — 1), (p = 1)

sao formulas.

3. Se v é uma variavel e ¢ é uma férmula entao

(Vo)p) e ((Fv)p)

sao formulas.
4. Nada mais é férmula.

O alcance de um quantificador que ocorre numa férmula é o préoprio quan-
tificador junto com a mais pequena férmula que o segue.

Uma ocorréncia de uma varidvel, v, numa féormula diz-se muda se estiver
no alcance de um quantificador (Vv) ou (Jv). Caso contrario diz-se livre.
Uma variavel diz-se muda numa férmula se tiver pelo menos uma ocorréncia
muda nessa férmula. Uma varidvel diz-se livre numa férmula se tiver pelo
menos uma ocorréncia livre nessa férmula.

Uma férmula sem varidveis livres é uma proposicao (ou sentenga). Caso
contrario é uma expressao proposicioal (ou condigao).
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6.2 Problemas

A. Traduza cada uma das seguintes frases para a linguagem do Célculo
de Predicados. Use as letras propostas para as constantes, simbolos
de fungao e simbolos de predicado.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Todos os péssaros sdo animais. (Px, Ax)
. Alguns gatos nao tém cauda. (Gx, Cx)

1
2
3.
4
)

Nem todas as plantas precisam de sol. (Px, Sx)

. Nenhum aluno desta turma gosta de Fisica. (Ax, Tx, Fx)

. Alguns estudantes gostam de Fisica e alguns gostam de Matematica.

(Ex, Fx, Mx)

Alguns estudantes que gostam de Fisica também gostam de Matematica.
(Ex, Fx, Mx)

O Oscar e a Maria sdo estudantes que gostam de Matematica.
(o, m, Ex, Mx)

. O aluno mais baixo desta turma gosta de Matemética mas nao

gosta de Fisica. (b, Mx, Fx)

. S6 estudantes que gostam de Fisica gostam de Matemética. (Ex,

Fx, Mx)

De entre os estudantes do curso de Matemética s6 os que fizerem
o trabalho de casa terao nota alta. (Ex, Mx, Tx, Ax)

O Oscar e o Jorge gostam da Maria. (0, j, m, Gxy)

Se a Maria é mais velha que a Virginia e a Virginia é mais velha
que a Teresa, entao a Maria é mais velha que a Teresa. (m, v, t,
Vxy)

Todo o estudante que for mais velho que a Maria também é mais
velho que a Virginia. (m, v, Ex, Vxy)

Todos os professores sao mais velhos que todos os estudantes.
(Px, Ex, Vxy)

Todo o professor que for mais velho que o Oscar também é mais
velho que algum estudante. (o, Px, Ex, Vxy)

Nem todos os professores que sdo mais velhos que o Oscar sio
mais velhos que todos os estudantes. (o, Px, Ex, Vxy)

Ninguém é mais velho que ele mesmo. (Vxy)
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18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.

25.
26.

Se alguém é mais velho que o Oscar entdo todos os estudantes
sao mais velhos que o Oscar. (o, Ex, Vxy)

Qualquer estudante que goste de todos os professores também
gosta de si mesmo. (Ex, Px, Gxy)

Nos exercicios 20—26 use os seguintes simbolos de pre-
dicados e constantes:

Fx: x é professor

Ex: x é estudante

Mx: x vai a um meeting

Axy: x estd acompanhado de y
Pxy: x é progenitor de y

j: Jorge

m: Maria

Todos os estudantes e professores assistem ao meeting.

Nenhum estudante que assiste ao meeting é acompanhado de um
professor.

Algum progenitor de um estudante nao assistiu ao meeting.

Se todos os professores assistem ao meeting entao algum estu-
dante é acompanhado por um professor.

O Jorge e a Maria assistiram ao meeting mas nenhum deles foi
acompanhado por um estudante.

Nenhum professor acompanhado pelo Jorge assistiu ao meeting.

Se nem o Jorge nem a Maria sao acompanhados por um estu-
dante, entdo nenhum estudante assiste ao meeting.

Nos exercicios 27—38 use os seguintes simbolos de pre-
dicados e constantes:

Ex: x é um estudante-piloto

Ix: x é instrutor

Cx: x é uma cidade

Vxyz: x pilota um avido para y acompanhado de z

c: Costa da Caparica
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Algum estudante-piloto pilota um aviao para a Costa da Caparica
acompanhado por um instrutor.

Algum estudante-piloto pilota um aviao para alguma cidade acom-
panhado por um instrutor.

Todos os instrutores tém um aluno que pilota, com eles, um aviao
para alguma cidade.

Quem pilota avioes para quaisquer cidades acompanhados de ins-
trutores sao os estudantes-pilotos.

Nem todos os instrutores que pilotam avides para alguma cidade
acompanhados de um instrutor sao estudantes-pilotos.

Estudantes-pilotos que pilotam um aviao para a Costa da Ca-
parica acompanhados de um estudante-piloto sao instrutores.

Somente um instrutor pode pilotar um avidao para a Costa da
Caparica acompanhado de um estudante-piloto.

H&a um instrutor tal que todos os estudantes-pilotos voam para a
Costa da Caparica com ele.

Nenhum instrutor voa para todas as cidades com um estudante-
piloto.

Algum estudante-piloto que voa para todas as cidades sem com-
panhia é um instrutor.

Nenhum estudante-piloto que nao pilota um avidao para todas as
cidades com um instrutor é um instrutor.

Qualquer estudante-piloto que nao pilota um aviao para todas as
cidades sem companhia nao é instrutor.

Nos exercicios 39—50 use os seguintes simbolos de pre-
dicados e constantes:

Dx: x é um estudante

Ex: x é um exame

Pxy: x é um problema no exame y

Rxy: x resolve y

f(x,y): o x-ésimo problema no exame y
g(x): o problema mais facil do exame x
h(x): o problema mais dificil do exame x
a: Alexandre
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39.
40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.
47.
48.

49.
50.

Natacha
um

dois

W B

trés

Nenhum estudante resolve o problema um do exame treés.

Natacha resolve o problema mais dificil do exame um, mas nao
resolve o problema mais facil do exame dois.

Se todos os estudantes resolverem o problema mais dificil do e-
xame dois entdo o Alexandre e a Natacha também.

Todos os estudantes que resolvem o problema um do exame um
também resolvem o problema mais facil do exame um.

Se algum estudante resolve todos os problemas de todos os exames
entao algum estudante resolve o problema mais dificil de cada
exame.

Algum estudante que resolve todos os problemas do exame um
nao resolve o problema um do exame dois.

Cada estudante resolve algum problema em cada exame.
Sé estudantes resolvem todos os problemas de algum exame.
Nenhum aluno resolve todos os problemas dum exame.

Os estudantes que resolvem todos os problemas dum exame também
resolvem todos os problemas de todos os exames.

Quem resolve um problema dum exame é um estudante.

Se algum estudante resolve algum problema de cada exame entao
algum estudante resolve o problema mais facil de todos os exames.

B. Traduza cada uma das seguintes frases para a linguagem do Calculo
de Predicados. Utilize constantes, simbolos de predicado e de funcao
da lista abaixo.

Assuma que as varidveis tomam valores no conjunto dos nimeros in-
teiros.

Use as expressoes matematicas comuns, por exemplo:

7

x é maultiplo

de y” é sinénimo de "y é um factor de x” e de "existe z tal que x=y-z.

x > y: x é maior que y

x > y: x é maior ou igual a y
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r=1y: xéigualay

[Pode usar x % y em vez de =(z > y), etc.]

x+y: asomadex ey

x-y: o produto de x e y

Pode também usar-se ”-17, 7-2” 707, 717, 72" etc. com o significado
usual.
1. A propriedade comutativa da adigao.
2. A propriedade distributiva da multiplicagao relativamente & adicao.
3. Alguns inteiros sao multiplos de trés.
4. Nem todos os inteiros sao multiplos de cinco.
5. Dez é um multiplo positivo de algum ntimero.
6. Todos os multiplos positivos de sete sao maiores que cinco.
7. Nenhum multiplo positivo de cinco é menor que sete.
8. Dois é o menor par positivo.
9. Existe o menor fmpar positivo.
10. Existe pelo menos um inteiro entre cinco e dois. [Pode assumir
que se sabe que dois é menor que cinco].
11. Todos os inteiros tém inverso aditivo.
12. Nem todos os inteiros nao nulos tém inverso multiplicativo.
13. A soma de dois impares é par.
14. O produto de um inteiro por um par é um par.
15. Algum impar é factor de todos os pares.
16. Cada par é multiplo de algum fmpar.
17. Ha dois inteiros que tém a mesma paridade e sdo ambos muliplos
de sete.
18. Nao é verdade que se dois niimeros tém a mesma paridade entao
sao ambos multiplos de treés.
19. Se dois numeros diferentes tém a mesma paridade entao os seus
quadrados também.
20. Qualquer par de inteiros distintos com a mesma paridade tem um

inteiro entre eles.
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21.
22.

23.
24.

Nos exercicios 21—2j assuma que uma equacao linear
tem a forma
u-x+v=0 u,v € 7

Algumas equacoes lineares tém solucoes inteiras.

Uma equacao linear tem solucoes inteiras sse o coeficiente director
é um divisor do termo constante.

Nenhuma equacgao linear tem duas solugoes distintas.

Para qualquer equacao linear, se os coeficientes sdo ambos impares
entao a solucao também é fmpar, a menos que nao haja solucao
inteira.

C. Traduza cada uma das seguintes férmulas do Célculo de Predicados
para Portugués. Use o diciondrio seguinte:

Cx: x é um gato

Dx: x é um cao

Tx: x tem cauda

Bxy: x morde y

Lxy: x gosta de y

_
<

© 0 NS w N

(Fz)(Cx A —Tx)

(Vz)(Dx — Tx)

(3z)(Cz A (Vy)(Dy — Bry))
(Va)(Cx — (Vy)(Dy — —Lay))
(3x)(Jy)(Cx A Dy A Lzy)
(Vz)(Cx ATz — (3y)(Dy A Bay))
(Vz)((Vy)(Dy — Bay) — Cx)
(Vx)(Tz N Bxax — D)
(Vx)(Tz A (Jy)(Dy A Bxy) — Cx)
(3=)(

Jz)(Cx A (Vy)(Dy A =Ty — BxyV —Lzxy))

Para os exercicios 11—20 use o seguinte diciondrio:
a: Alexandre
n: Natacha
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.

Pxy: x é um problema no exame y
Ex: x é um exame

Mx: x é um homem

Wx: x é uma mulher

Sxy: x resolve y

(Bx)(Ex A (Vy)(Pyx — Say))

(Va)(Ex — (3y)(Pyx A Sny))

(F2)(Fy)(Ex A Pyx A Sny) — (Fu)(3v)(Eu A Pvu A Sav)
(Fz)(Wz A (Vy)(Vz2)(Ey A Pzy — Sxz))

(Vz)(Mz — (3y)(3z)(Ey A Pzy A =Szz))

(Ve)(By)(Ey A (Vz)(Pzy — Sxz)) — Mx)

ng)))W — (Jy)(EyA(Vz)(Pzy — Sxz))A(Fu) (Bun(Vv)(Pou —
ng)gf'x — (Fy)(PyzASny)) — (Yu)(Wu — (Yv)(Ev — (Jw)(PwuA
—(Jz)(Wz A (Jy)(Ey A (V2)(Pzy A Szz)))

(Fz)(Mz A (y)(Vz)(Ez A Pyz — Szxy))

Nos exercicios 21—30 use o seguinte diciondrio:
Ix: x é um inteiro

x<y: X € menor que y

x<y: X é menor ou igual a y

x=y: x éigual ay

x+y: asomadex ey

x—y: a diferenca de x e y

x-y: o produto de x e y

Use os simbolos usuais para ntimeros reais e assuma que as variaveis
tomam valores no conjunto dos nimeros reais. ”x#y” é uma abre-
viatura de 7 —(x=y)”.

(V) () (V2) (@ - (y - 2) = (2 -p) - 2)
(Vo) (W)@ £y — (3)((@ < 2 Az < y) V (y < 2 Az <))
(32) (V) (y < )
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24.
25.
26.

27.

28.
29.

30.

(V) (Fy)(z < y)

(Vo)(z #0— Fy)(z-y =1A(V2)(z- 2 =1 -2 =1y)))
(Vx)Vy) Tz ANITyAy #0 — (Fu)(Fv){uANTvA0 <vAv < yAzx =
u-y+0))

(Fz)(Ix /\ <z ANMy)(V2)IyANlzAhe=y-z— (y=xANz=
DV (y=1Az=ux)))

(Va)((0 <) — (Fy)(y -y = v))

(Ve );I /)\(EIy)(Iy/\(EIz)(Iz/\y =2z4+1Nx =5y)) — (Vu)(Iu —
)Tz A Fy)IyAx=5-y)AN(Vz)Iz - x #T-2))

~—

D. Traduza cada uma das seguintes frases para a linguagem do Célculo
de Predicados.

1.

Todos os professores que fazem investigacao gostam de ensinar. O
Silveira é um professor que nao gosta de ensinar. Ha professores
que nao fazem investigagao.

. Zelda e Zanzibar sao dois gatos que moram num celeiro. Zelda

caca todos os ratos, mas Zanzibar nao caga nenhum. Todos os
ratos tém medo da Zelda, mas ha ratos que nao tém medo do
Zanzibar. Nenhum rato vive no celeiro.

Cada problema é resolvido por algum aluno. O Oscar resolve
alguns problemas. Algum estudante resolve todos os problemas.
Nenhum estudante nao resolve nenhum problema.

Todo o estudante estuda algum assunto com algum professor.
Nenhum estudante estuda todos os assuntos com todos os pro-
fessores. H4 um assunto que todos os estudantes estudam com
algum professor. Todo o estudante que estuda todos os assuntos
sem outra companhia é um professor.

. Alguém é atropelado todos os dias. O Oscar é atropelado na

segunda-feira. O Oscar e a Capitulina sao atropelados na terca-
feira, mas ninguém é atropelado na sexta-feira.

Alguns inteiros sao pares, alguns sdo impares. Nenhum inteiro é
par e impar. Se um inteiro é par o seu sucessor é impar; se um
inteiro é impar o seu sucessor € par.

Todo o inteiro é multiplo de algum inteiro. H4 um inteiro que s6
é multiplo de si mesmo. Todo o inteiro é multiplo de si mesmo.
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8. Todo o inteiro tem pelo menos um inverso aditivo. Dois inteiros
diferentes nao tém o mesmo inverso aditivo. Se um inteiro tem x
como inverso aditivo e outro tem -x como inverso aditivo, entao
a sua soma € zero, para qualquer x.

E. Identifique as ocorréncias livres da varidavel x nas seguintes formulas:

Px A Qry — (Vz)(Rx — x)
(Va)(Pz — (3y)(Qy A Ray))
(3z) Pz — (Vy)(Qy A Ray)
=(3x)(Pz A —Rx) V Qx
(Vz)Qz A (Rx V Pxy)
Ray — (Vz)(Qax — Pz A Rax)
Vx)Qxa — Rzxa
Jy)(Pxy A Qza A Ray)
Va)(Vy)Rey — Qx
N(Bz) Ry — Quy)
z)((Fy)Pry — (V2)(Rz — Qayz))
Vy)(Py — (32)(Quzz A (Fz)(Ryx — Swyz))
)
)
)

e B A o

H
©
<

Y

—_ =
N =
<C

—
bt

32)((Vy)(Fz)(Rxyz A ((Vx)(3y) Pryz — Qryz))
Vx)(Jy)(3z)Reyz — Sxy A Tzz
Vo

—_
e~

(
(
(
(
- (
(
(
(
15. (

Pz — (3y)(Qzy A Rx)) A (Vz)Szz

F. Classifique cada uma das seguintes expressoes como:
i) termos,

ii) férmulas atomicas,

iv

)
)
iii) férmulas nao atémicas,
) sentencas,

)

v) nenhum dos anteriores.

1. Cada estudante desta turma vai passar.
2. O aluno mais alto desta turma.

3. O Oscar é mais alto do que o aluno sentado na primeira cadeira
da primeira fila.
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Mariana ou Pedro.

O aluno com melhores notas da escola x.
X estd entre 2 e y.

Flores.

Flores amarelas.

© o N o ot e

Amarelo.

10. Flores implica Inverno frio.

11. A flor mais bonita do jardim do x é amarela.

12. As flores do jardim do Pedro sao amarelas ou vermelhas.
13. A Natércia escreve & maquina com rapidez e precisao.
14. Escreve & maquina com rapidez.

15. Com precisao.

16. = — 2y + 25.

17. (Vz)(7 < Px)

18. (Fz)(Vy)(x +y =0)

19. -y = T2% + 2y — 10.

20. 1</3.

21. (zVy) <=z

22. Px=Qxy.

23. (Vz)(zx+y=1)V(r+y>1).

2. (z+y=—(r+y)>

25. (Vz)(Vy)(z+y=0) —» x=0).

26. (Vz)(Vy)(Fz)(xz+2z=y = 2=y — ).
27. V)N (Vy)(z+y =y +x)

28. (V)(Bz)(z+y=a+y*) »y=0V1)
29. (Vz)((x < Px) V (Px < x))

30. (Va)((Iy)(@ +y =) =y = 0)

G. Construa uma arvore a partir de formulas atémicas para cada uma
das seguintes féormulas.

1. (Vz)(Px A Qa — Rx)
2. (Fz)((Pz A Qx) A —Rx)
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10.

e B A T

(Va)(Pz — (3y)(Qz A Rry))

(32)(P A (%)(Quy — ~Re))

(Jz) Pz — (Vy)(Pz A Qy — Ray)

(Vz)(3y)Pxy A (32)(Pxy A (Qz V Rxyz))
(Vz)((3y)(Pxy A Qryzr) — Pax A Rabx)
(V2)(Pzf(a) — Qf(x)a) v (By)(Pyf(y) A Qaf(@)
(V2)(Pz A Qx) — (3y)(Py A Ryf(y))
(3)(V) (P A Py — Qay) A (P Q)
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7 Estruturas Interpretativas

Verdade e falsidade em estruturas interpretativas.

7.1 Notas
7.1.1 Estruturas Interpretativas

Seja I' um conjunto de férmulas. Listemos todos os simbolos de predicados,
simbolos de fungoes e constantes que ocorrem em alguma férmula de I':

Simbolos de predicados: Py, ..., Py

Simbolos de fungoes: fi, ..., fi

Constantes: ¢q, ..., Cm.-

Entao S = (U, P, ..., Py, f1, -, fi,c1, ..., ¢m) € uma estrutura interpre-
tativa para I se -

i) U é um conjunto nao vazio. Chama-se-lhe universo de S.

ii) Se P; é um simbolo de predicado n-ario entao P; é um subconjunto de
U™, isto é,
PcU"'=UxUx---xU

nvezeESs

[Isto é equivalente a dizer que P; é um predicado n-drio em U].

iii) Se f; é um simbolo de fungao de n varidveis, entao f; é uma fungao de
U™ em U, isto é,

iv) Se ¢; é uma constante, entao ¢; € U.

7.1.2 Verdade e Falsidade em Estruturas Interpretativas

Seja ¢ uma féormula com, no méximo, n varidveis livres: x1,...,z,. Seja
S uma estrutura interpretativa para ¢. Seja a = (ai, ..., an) um n-uplo de
elementos de U, onde U é o universo de S.

I. Seja t um termo em ¢.

Caso 1. t é z; ou a;. Entao t ¢ a;.

Caso 2. t é f(t1,....,tm). Entao t é f(t1,....,tm).
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II.

I11.

Seja ¢ uma férmula atémica. Neste caso ¢ tem a forma Rt;...t,, onde
t1,...,t;m sdo0 termos. Seja R a interpretacao de R em S e tq,...,1,, as

interpretagoes de ti, ..., ty,, respectivamente. O n-uplo g satisfaz ¢
em S sse (t1,...,tm) € R.

[No caso de ¢ nao conter varidveis livres a interpretacao de ¢ em S
independe de a, portanto todos os n-uplos satisfazem a férmula, ou
nenhum o faz].

Seja o obtida das férmulas v e x usando conectivos. Temos os seguintes
casos:

Caso 1. ¢ é .

a satisfaz ¢ em S sse g nao satisfaz ¢ em S.

Caso 2. ¢ é YV x.

a satisfaz ¢ em S sse g satisfaz ¥ em S ou a satisfaz y em S.

Caso 3. ¢ é Y A x.

a satisfaz ¢ em S sse a satisfaz ¢ em S e a satisfaz x em S.

Caso 4. ¢ é Y — x.

a satisfaz ¢ em S sse g nao satisfaz ¢ em S ou a satisfaz ¢ em

S.

Caso b. ¢ é Y < x.

a satisfaz ¢ em S sse a satisfaz ¢ e x em S ou a nao satisfaz ¢
nem x em S.

IV ¢ é (Yu)y ou (Fv). Seja ¢’ = (ai, ..., an, b). [A férmula ¢ pode ter v

como variavel livre; v é substituido por b nas interpretagoes abaixol.

Caso 1. ¢ é (Vv)1.

a satisfaz ¢ em S sse a’ satisfaz 1) em S para qualquer b € U.

Caso 2. ¢ é (Fu)y.

a satisfaz ¢ em S sse a’ satisfaz 1) em S para algum b € U.

Seja ¢ uma férmula com, no maximo, n varidveis livres, S uma estru-
tura interpretativa para ¢, U o universo de S.

1. ¢ é verdadeira em S sse qualquer n-uplo de elementos de U
satisfaz ¢.

2. @ é falsa em S sse nenhum n-uplo de elementos de U satifaz .
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[H4 férmulas que nao sao verdadeiras nem falsas numa estrutura in-
terpretativa, mas nenhuma férmula pode ser verdadeira e falsal.

Uma férmula ¢ é valida (ou universalmente valida) se ¢ é ver-
dadeira em todas as estruturas interpretativas para .
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7.2 Problemas

A. Para cada uma das seguintes férmulas exiba uma estrutura interpre-
tativa na qual a férmula é verdadeira e outra onde é falsa.

(Vx)(Px A Qr — Rzx)

(3x)(Px A =Qx N —~Rx)

(Va)(Px A =Qx N —~Rx)

Pa A (3z)(Px A ~Qzb)

(Fz)(Pz A Qra) — (Vy)(Py A Ry — Qby)

(Vo) (Pz A Qz — (Jy)(Ry A ~Szy))

(3x)(Px A =Qz N (Vy)(Rxy — —~Szy))

(Fz) Pz — (Vy)(Qy — Ray)

(Vo) (Pz — Qua) — (Jy)(Py A Ry A —=Qzy)

(V)

(3x)

(V)

(

© %0 NS Tk w N

—
e

(
Va)(Vy)(Px A Qy — (32)(Rxy A Szyz))

dz)(Vy)(Pz A Ry A Szy A (32)(Pz A Rz A ~Qzaz))
Va)(Pr A Quf(x) — (3y)(32)(Py A —Qyz A Rf(x)yz))

V:U))Rxf(x)/\(Vx)(Vy)(Rwy — Ryx)A\(Vz)(Vy)(Vz)(RxyARyz —
Rzxz

. (V:B))R:Ex V (Vz)(Vy)(Rzy — Ryx) vV (Vz)(Vy)(Vz)(Rzy A Ryz —
Rxz

15. (Vz)(Vy)(Rxy V Ryz) A (Vz)(Jy)Rxy A (Vy)(3x)-~Rzy

—_ =
W N

H
=

B. Para cada um dos seguintes conjuntos de férmulas determine uma
estrutura interpretativa onde a tltima férmula é falsa mas as restantes
sao verdadeiras.

<
2
Q
=
!
1
0N
2
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10.

11.

12.

13.

14.

(Vx)(Pz — Qx)
-Pa
“Qa

. (Fz)Pzr — (3x)Qx

Qa

(Vx)(Px — Qx)

(32)Dx — Eab

Fa — (3x)Dx

(3x)Fx

dz)(Exb

(Va)(Pz — (3y)(Qu A Rxy))
dz)(Pz A (Vy)(Qy — Ray))
Vz)(Lxa — —Lxb)

var)(3y) Ly

2
&=
&
>

<

s

<
)
=<
NS
=
g
<
!
"
s
!
0
)
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15. (Vz)(Yy)(Px A Py — Pf(x,y))

(Fx)(Px A —Qx)

(V) (Pz — (3y)(Py A =Qf (z,y)))
16. (Vz)(Ax A Bz — (Yy)(By A Cy <> Dxy))
(3z)(Ax A Bx A (Vy)(By A Ey < ~Dxy))
(32)(

x)(Ax A Bx A —Ex)
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8 Provas com Quantificadores.

Eliminacdo universal. Introducao universal. Provas com quantificadores
universais. Introducao existencial. Eliminacao existencial. Argumentos vs
provas.

8.1 Notas
8.1.1 Provas com Quantificadores

Se ¢ é uma férmula, ¢ um termo, e v uma varidvel, entao p[t|v] é a férmula
que se obtém de ¢ substituindo todas as ocorréncias livres de v por ¢. A
substituigao ¢ valida se nenhuma variavel de ¢ ocorrer muda em ¢[t|v].

Regra da Eliminacao Universal, E.U., V7: Se ¢ é uma férmula, ¢t um
termo, e v uma variavel, entao [t|v] deduz-se de (Vv)¢p se a substituigao de v
por t em ¢ for valida. De forma equivalente: (Yv)p F ¢[t|v] se a substituigao
de v por t em ¢ for vialida. Ou ainda: se I' é um conjunto de férmulas e
I'F (Vv)p entao I' F p[t|v], se a substitui¢ao de v por ¢t em ¢ for valida.

Se ¢ é uma férmula numa prova, uma variavel v diz-se marcada em ¢
se ¢ é uma premissa e v ¢ livre em ¢, ou existe uma premissa ¢ na qual v
ocorre livre e que ¢ utilizada na dedugao de .

Regra da Generalizagao Universal, G.U., V': Se ¢ é uma férmula
e v é uma varidvel, entdao (Vv)p deduz-se de ¢ se v nao é uma varidvel
marcada em ¢. De forma equivalente: se I' é um conjunto de férmulas e
' ¢ entao I' - (Yv)y se v ndo ocorrer livre em I'.
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8.2 Problemas
A. Dé uma prova formal de cada um dos seguintes argumentos.

1. Premissas: (Vz)(Ax — Bzx),
(Vx)(Cx — —Bx)
Conclusao: (Vz)(Az — —Cx)
2. Premissas: (Vz)(Az — Bz Vv Cx),
(Vz)(Bx — Cx)
Conclusao: (Vz)(Az — Cx)
3. Premissas: (Vz)(Ax — —Bx),
(Vx)(Cx V -Dx — Bx),
Aa
Conclusao: -Ca A Da
4. Premissas: (Vz)(Az V Bx — —Cx),
(Vx)(Bx — Dx),
(Vx)(Dx — Az),
Ca
Conclusao: —Da
5. Premissas: (Vz)(Az — Bx VvV =Cx),
(Vz)(Ax A Bx — Dx),
(Vx)(Az AN =Cx — —Ex)
Conclusao: (Vz)(Az A Ex — Dzx)
6. Premissas: (Vz)(Az — (Vy)(By — Czy)),
(Vx)(Dx — Bx)
Conclusao: (Vz)(Azx — (Vy)(Dy — Czy))
7. Premissas: (Vz)(Az — (Vy)(By — Czy)),
(Va)(Az — Bx),
Ba N —Cba
Conclusao: —Ab
8. Premissas: (Vz)(Ax — Bx),
(Vy)(By — (Vz)Az
Conclusao: (Vz)Bzx < Ba)
9. Premissas: (Vx)(Vy)(Vz)(Rxy A Ryz — Rxz),
(Vz)(Vy)(Rzy — Ryz)
Conclusao: (Vz)(Vy)(Rry — Rxx)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Premissas: (Vz)(Vy)(Vz)(Rxy A Ryz — Rxz),
(Va)(Vy)(Rey — Ryz)

Conclusao: (Vz)Rzra — (Vz)Rzz
Premissas: (Vz)(Vy)(Az A By — —Rxy),

Aa,

(Vy)(Cy — Ray)

Conclusao: (Vz)(Cz — —Bz)

Premissas: (Vz)(Az — —Rza),

Ab A Ba,

(Vx)(Cx — Bux),

(Vz)(Az — (Vy)(By A Cy — Ray))
Conclusao: —Ca)

Premissas: ( z)(Yy)(Rxy A Ryx — Szy)
Conclusao: (Vz)(Vy)((Vz)(Rxz A Ryz) — Sxy)
Premissas: (Vz)(Vy)(Rzy — Rf(y)f(x)),
(Vo) Ra f(x)

Conclusao: (Vz)Rf(f(x))f(z)

Premissas: (Vz)(Vy)(Vz)(Rzxy A Ryz — Rxy),
(Vo) R f (x)

Conclusao: Rab N\ Rbc — Rac

B. Traduza cada um dos seguintes argumentos validos para a linguagem
do Célculo de Predicados, usando os simbolos propostos, e prove-os
formalmente. Use somente quantificadores universais.

1.

Todos os péssaros tém asas. Nenhum marciano tem asas. Logo,
nenhum marciano é passaro. (Px, Ax, Mx).

. Todos os fisicos sao matematicos. O Guterres nao é matematico.

Logo, o Guterres nao é fisico. (Fx, Mx, g).

Médicos sao licenciados. Professores sao licenciados. Logo, ou
médicos ou professores sao licenciados. (Mx, Px, Lx).

. Nenhum socialista e nenhum comunista votou. A Maria votou.

Logo, a Maria nao é comunista. (Sx, Cx, Vx, m).

. Os tunicos bichos que tém penas sdo as aves. Todas as aves

chilream. Logo, nenhum bicho que nao chilreie tem penas. (Bx,
Px, Ax, Cx).
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10.

11.

12.

13.

14.

Todas as casas tém uma maquina de lavar roupa ou uma maquina
de lavar louca. Todas as casas que tém maquina de lavar roupa
tém uma maquina de secar. Todas as casas que tém maquina de
lavar louca tém TV. Logo, todas as casas que nao tém TV tém
maquina de secar. (Cx, Rx, Lx, Sx, Tx).

S6 fantasmas vivem na casa agombrada. Nenhum fantasma es-
trabico é inteligente. Nenhum fantasma é estrabico. Logo, quem
vive na casa agombrada é inteligente ou nao é estrabico. (Fx, Vx,
Ex, Ix).

Todos os matematicos gostam de todos os quimicos. Nenhum
matematico gosta de nenhum fil6sofo. Gauss era um matematico.
Logo, nenhum filésofo é um quimico. (Mx, Qx, Fx, Gxy, g).

Todos os professores sao mais velhos que todos os alunos. Oscar
nao € mais velho que Teresa, que é uma estudante. Logo, o Oscar
nao é um professor. (Px, Ex, Vxy, o, t).

Homens desportistas sao simultaneamente fas de futebol e de
xadrez. Desportistas que sao fas de xadrez sao homens que sao
fas de futebol. Quem nao é desportista é homem fa de xadrez.
Logo, todos os homens sao fas de xadrez e reciprocamente. (Hx,
Dx, Fx, Xx).

Pais e maes gostam de criancas. Natario é um pai que nao gosta
do Poncio. Nenhuma mae gosta da Capitulina. Regina é mae.
Logo, nem Poncio nem nem Capitulina sao criangas. (Px, Mx,
Cx, Gxy, n, p, ¢, r).

Alguém que gosta de todos os advogados é criminoso. Sé men-
tirosos gostam de todos os criminosos. Advogados gostam de
advogados e criminosos gostam de criminosos. Logo, todos os
advogados sdo mentirosos. (Ax, Cx, Mx, Gxy).

Qualquer mulher que acompanhe uma crianca numa reuniao é tia.
Louca acompanha Arroz em todas as reunides. Logo, se Louca é
mulher, Arroz é uma crianga e r é uma reuniao, entao Louca é
tia. (Mx, Cx, Tx, Rx, Axyz, 1, a, r).

Génios resolvem todos os problemas de todos os exames. Quem
resolve problemas em exames sao os estudantes. Anémona resolve
todos os problemas de todos os exames. Logo, se Anémona é um
génio entao ela é estudante, desde que exista um problema, p, e
um exame, e. (Gx, Px, Ex, Dx, Sxyz, a, p, e).
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C. Mostre que cada um dos seguintes conjuntos de premissas é inconsis-
tente deduzindo formalmente uma contradicao.

1. (Vz)(Px — Qx),
(Vz)(Pr — —Qu),
Pa.
2. (Vz)(Vy)(Pz A Qy — Ray),
(Vz)(Qx — —Rza),
Pa A Qa.

3. (Vz)(Qxr — Px),
(Vz)(-Qz — Rx),
(Vx)- Rz,
—(Vz)Pz.
4. (Vz)(Vy) Ry,
—(Vy)(Vz)Rzy.
5. (Vz)(Pz — Qx A Rx),
(Vx)(Sx — —Rzx),
—(Vz)(Px — —Sx).
(Vx)(Pz < Qx V Rzx),
(V2)(Qz < ~Sx),
(Vx)(Rx < —Tx),
(Vx)Px < Sz A Tx).
(V) ((Vy)(Qy A Rzy) — Pu),
—Pa,
(Vx)(Qz N Razx).
8. (Va)(Pr — (Vy)(Qy — Ray)),
Pb,
Qa,
- Rba.
9. (Vo)(Vy)(Px A Qy — Ruay)),
(Vx)(Sz — —Razx),
Pa,
—(Vz)(Sx — —Qx).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(Vz)(Vy)(Vz)(Rzy A Ryz),
(Vz)(Vy)(Rry — Ryz),
Rab,

—Rbb.

Pa A Sa,

Qf(a) AN Raf(a),

(Va)(Sz — (Vy)(Pz A Qy — —Ray)).

(Vo) (Pz — (Vy)(Qy — Rxy)),

(Va)(Tz — Qx),

(V) (Vy)(V2)(Rry A Ryz — Rxz),

PaANSbATcA—-Rab,

(Vx)(Sxz — Rcx).

(¥a)(¥9)(Pa A Quy — Rey)

(Vz)(Sx — Pzx),

(Vo)(Sz — (Vy)(Qzy — Txy)),

(Va)(Rxb — —Txb),

Sa N Qab.

(V) ((Vy)(Py — Ray) — Qa A —~Sza),

(Va)(Vy)(Pz — Rxy),

(Vz)(Vy)(Qy — Szy).
)(Vy)(

—_— o~~~

<C

(
v
v
(

(Va)(Vy)(Py A Quy — (V2)(Sz A ~Ray)),

Pa,

Qba,

Rba.

Tab,

(Vo) (Vy)(Tzy — Qz A Ry),

(Vz)(Vy)(Tzy — Qz A Ry),

(V2)(Vy)(Tzy — Qz A Ry),

(Vz)(Vy)(Vz)(Szyz — Px),
)(Vy)(Qz A Ry — Seyz,

-Pc.

(V2)(Vy)(Qz Vv Tzy — Py),

(Vz)((Rz — (Vy)(Py — Qa A Szya)),

Rb A Tbhe,

(Va)(Pc — —Sbez).
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D. Cada uma das provas seguintes é correcta. Forneca a documentacao
em falta (ndo esquega de assinalar as varidveis marcadas).

1.

{1 1
21 2.

P
P

(Vx)(Az — Bx)
(Vy)(Cy — —By)

deduzir (Vz)(Az — —C=z)

1 L
2} 2
(3} 3.

deduzir (Vz)(Ax — Dz

{1 1L

© 00N o oW

(Vx)(Vy)(Azy N Ayz — Bxy)

Az

Az — Bz

Bz

Cz — —Bz

-Cz

Az — —Cz
(V2)(Az — =C=z)

Vz)(Ax A Bx — Cx)
Vx)(Bxr — —Cx V Dz)

P
P
Vx)(Ax — Brx) P

Ax AN —Dx

Axr — Bz

Bz

Az N\ Bx

Ax N Bx — Cxzx
Czx

Cx N-Dzx
—(=Cz V Dzx)
Bx — —-Cx V Dz)
-Bx

Bx N —Bzx
—(Ax A =Dx)
Azx — Dx
(Vz)(Ax — Dx)

P
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deduzir (Vz)(Vy)((Vz)(Azz A Ayz) — Bay)

(V2)(Azz A Ayz)

Axy N Ayy

Azxz N Ayx

Axy N Ayz

Azxy N Ayx — Bzy

Bzxy

(Vz)(Axzz A Ayz) — Bxy
(V)((V2)(Azz A Ayz) — Bay)
(V) (Vy)((Vz)(Azz A Ayz) — Bay)

© 00N O W

—_
e

{1} 1. (Vz)(Az — (Vy)(Bzy — Cy)) P
{2} 2. (Vz)(Az — (Vy)(Dzy — Bzy)) P

deduzir (Vz)(Vy)(Ax A Dxy — Cy)

Ax N\ Dxy

Az — (Vy)(Bzy — Cy)
Az — (Vy)(Dzy — Bay)
(Vy)(Bzy — Cy)
(Vy)(Dzy — Bzy)

Bxy — Cy

9. Dzy— Bxy

10. Baxy

11. Cy

12. Ax A Dxy — Cy

13. (Yy)(Az A Dzy — Cy)
14. (Vz)(Vy)(Az A Dzy — Cy)

* N O W

{1} 1. Pa P
{2} 2. (Vz)(Qx — Rax)) P
{3} 3. (Vz)(Vy)(Pz A Rzy — Sy) P
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deduzir (Vz)(Qx — Sx)

4. Qx

5. Qr — Rax

6. Rax

7. PaAN Rax

8. (Yy)(Pa A Ray — Sy)
9. PaA Rax — Sx

10. Sz

11. Qx — Sz

12. (Vz)(Qr — Sx)

E. As seguintes "provas” sao incorrectas. Assinale as varidveis marcadas,
e descreva os erros cometidos.

1.

{1} 1. (Vx)(Pz — Qx A Rx) P
{2} 2. (Vx)(Qz — Sa) P
{3} 3. (Va)(Rx — Ta) P
{1} 4. Px— Qx ARz 1 EU [z|z]
{2} 5. Qz— Sa 2 EU |[z|z]
{3 6. Rx—Ta 3 EU x|z
{2,3y 7. QeANRx— SaANTa 5,6 T
{1,2,3} 8. Pz — SaATa 4,7 T
{1,2,3} 9. (Vz)Px — SaATa 8 IU
2.
{1} 1. (Vz)(Sz — Qz V Rx) P
{2} 2. (Vz)(Qzr — Sx) P
3} 3. Sz P (PC)
{2} 4. Qr — Sx 2 EU [z|z]
(2,3} 5. —Qu 3,4 T
{1} 6. Sxr— QrARzx 1 EU |[z|z]
{1,3} 7. QxARx 3,6 T
(1,2,3} 8. Rz 57 T
{1,2} 9. Sz — Rx) 3,8 PC
{1,2} 10. (Vz)(Sz — Rx) 9 IU
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{1} L (Vo)(Vy)(Pz Aqy — Ray)
{2} 2. Pa
{3} 3. Qy
{1} 4 (W) (PaAQy— Ray) 1
{1} 5. PaAQy— Rxy) 4
{1,2,3} 6. Ruzy) 2,3,5
{1,2} 7. Qy— Rxy 3,6
{1,2} 8 (Vy)(Qy — Rzy) 7
{1,2} 9. (Va)(Vy)(Qy — Rzy) 8
{1} 1. (Vx)(Pzx — Qux) p
{2} 2. Pz P
{1} 3. Py—Qy 1 EU
{2} 4. (Vz)Px 2 IU
{2} 5 Py 4 EU
(1.2} 6. Qy 3,5 T
{1,2} 7. (My)Qy 6 IU
{1} 8. Pz — (Vy)Qyu 2,7 PC
{1} 9. (Vz)Pzx — (Vy)Qy 8 IU
{1} 1. (Vx)Px — (Vz)Qx P
{2} 2. (Vz)(Qr — Rx) P
31 3. Pz P
{1} 4. Pz — (Vz)Qx 1 EU
{1,3} 5. (Vz)Quz 3,4 T
(1,3} 6. Qu 5 EU
{2} 7. Qr — Rz 2 EU
{1,2,3} 8. Rz 6,7 T
{1,2} 9. Px— Rz 3,8 PC
{1,2} 10. (Vx)(Pz — Rzx) 9 IU
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{1}

{2}

{2}
{1,2}
{1,2}
{1,2}
{1,2}

N otk W

{1}
{2}
{3}
{1}
{1,3}
{2}
{2}
{1,2,3}
{1,2}
{1,2}
{1,2}

©o0oNo oA WD =

—_ =
— O

{1}
{2}
{1}
{1}
{2}
{2}
{1,2}
{1,2}

S IR S

{1}
{2}
{3}
{2}
{2,3}
{1}
{1,2,3} 7.
{1,2,3} 8.

SUBA R e

Pa P
(V2)((Vy)(Qy A Rxy) — Pz) p
(Vy)(Qy A Ray) — Pa 2 EU |alz]
(Vy)(Qy A Ray) L3 T
Qz A Rax 4 EU x|y
Rax 5 T
(Vz)Rax 6 IU
(Vy)(Px A Qy — Rxy) P
(Vx)((Vy)(Px A Rxy) — Stz) P
Pz A Qy P (PC)
Pz A Qy — Rxy 1 EU [yly
Rzy 3,4 T
(Vy)(Px A Rzy) — Sx 2 EU [z|z]
Pz A Rxy — Sx 6 EU [yly]
Sx 3,5, 7 T
PrANQy — Sz 3,8 PC
(Vy)(Pz A Qy — Sz) 9 IU
(Vx)(Vy)(Px A Qy — Sx) 10 IU
(Vo) (Vy)(Pz — (Qy — Ray)) p
(Vz)(Vy)(Pz — (Rxy — Sy)) P
(Vy)(Pz — (Qy — Ray)) 1 EU [x|x]
Pz — (Qy — Rzy) 3 EU [yly]
(Vy)(Px — (Rxy — Sy)) 2 EU |[x|z]
Px — (Rxy — Sy) 5 EU [yly]
Qy — Sy 46 T
(Vy)(Qy — Sy) 7 IU
(Vz)(Pz — (Vy)(Qy — Rzy)) P
(Vx)(Sz — —Px) P
Sa P
Sa — —Pa 2 EU |[al|x]
-Pa 3,4 T
Pa — (Vy)(Qy — Rzy) 1 EU [a|a]
(Vy)(Qy — Ray) 56 T
(Vz)(Vy)(Qy — Ray) T IU
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10.

{1}
{2}
{3}
{1}
{1,3}
{2}
{2,3}
{1,2,3}
{1,2,3}

LN A WD =

(v2)(P2 A Qy — Ray)
(Va)(Px A Sy — Rxy)
Pa

Pa N Qy — Ray

Qy — Ray

Pa N Sy — Ray

Sy — Ray

QyV Sy — Ray
(Vy)(Qy vV Sy — Ray)
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8.3 Mais Notas
8.3.1 Provas Gerais

Regra da Generalizagao Existencial, G.E., 37: Se ¢ é uma férmula, ¢ é
um termo, v é uma varidvel, entao (Jv)¢e deduz-se de p[t|v] se a substitui¢ao
de v por ¢ for vélida em .

Isto é: ¢[t|v] F (Jv)p se a substituicao de v por ¢t em ¢ for valida.

Se I é um conjunto de férmulas, tem-se: Se I' F ¢[t|v] entdo I' - (Fv)e
se a substituicdo de v por ¢t em ¢ for valida.

Regra da Prova Existencial, P. E.: Se I' é um conjunto de formulas,
u e v sao varidveis, ¢ e ¥ sao férmulas, entao ¢ deduz-se de I' e de (Ju)y
se ¢ se deduz de I' e de ¢[v|u] assumindo que

1. a substituicao de u por v em Y é vélida,
2. v nao ocorre livre em ¢,
3. v nao ocorre livre em nenhuma premissa de I'.

Em simbolos: Se I', [v|u] F ¢ entao I, (Ju)y) - ¢ desde que a substituigao
de u por v em Y é valida, v nao ocorre livre em ¢, e v nao ocorre livre em
nenhuma premissa de I'.
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8.4 Problemas

A. Dé uma prova formal de cada um dos seguintes argumentos.

1. Premissas: (Vz)(Ax A Bx — Cx),
(3z)(Bz A —Cx)
Conclusao: (Jz)(—Ax)

2. Premissas: (Vz)(Pz — Qux),
(30)(Rz A ~Qx).
(Vx)(Rx — Pz V Sx)
Conclusao: (3z)(Rz A Sx)

3. Premissas: (Jy)(Vx)Rzy
Conclusao: (Vz)(3y)Rzy

4. Premissas: (Vz)(Vy)(Dz A Ey — Fzy),
(Vz)(Vy)(Dz A Fry — Gy)
Conclusao: (3z)Dz — (Vz)(Ex — Gzx)

5. Premissas: (3z)(Pz A (Vy)(Py A Rzy — Qya)),
(Fz)(Px A =Qxa),
(3x)(=Px A Qza)
Conclusao: (3z)(Jy)(Pz A Py A —=Rzy)

6. Premissas: (Vz)(Vy)(Vz)(Rxy A Ryz — Rxz),
(V2)(¥y) (Ray — Ryz)
Conclusao: (Vz)(3y)Rry — (Vx)Rzx

B. Traduza cada um dos seguintes argumentos validos para a linguagem
do Calculo de Predicados e prove-os formalmente.

1. Todos os gatos sao mamiferos. Alguns gatos nao tém cauda.
Logo, alguns mamiferos nao tém cauda.

2. Todos os estudantes admiram todos os lentes. Algun estudante
admira algum professor. Algum professor universitario é simul-
taneamente lente e professor. Logo, hd um estudante que admira
algum professor universitario.

3. Todos os quadros do museu sao obras-primas. Todo o artista que
pinta uma obra-prima é um génio. Algum artista desconhecido
pintou um quadro do museu. Logo, algum artista desconhecido é
um génio.
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C. As provas seguintes sao correctas. Complete-as

(Vz)(Ax AN Bx — Cz) P
(Fz)(Az A =Cz P
Ay N -Cly

Ay AN By — Cy

—(Ay A By)

- Ay V -~ By

Ay

Ay A —By

(3z)(Ax A —Bzx)

(3z)(Ax A —Bzx)

{1}
{2}

— ==
R e e e

{1,2}

{1}

(Vz)(Pr — (Jy)(Qy A Rxy)) P
{2} P

(Vz)(Pz — (Vy)(Rey — Sz))
Px
Pz — (Jy)(Qy A Rzy)
Pz — (Vy)(Rzy — Sx)
(Iy)(Qy N Ray)
(Vy)(Ray — Sz)
Qz AN Rzxz

9. Rzxz— Sx

10. Sz

11. Sz

12. Px — Sz
{1,2} 13. (Vz)(Pz — Sx)

X NSOt W

D. As "provas” seguintes sdo incorrectas. Descubra quais as regras mal
aplicadas (assinale as varidveis que devem ser marcadas).
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{1,3}
{1,3}
{1,2}

{1}
{2}
{3}
{4}
{1}
{1,4}
{2}
{8}
{1,4,8}
{1,4,8}
{1,4,8}
{1,2,4}
{1,2,3}

{1}
{2}
{3}
{3}
{1}

{1}

0N oot W

— = = =
W= o P

(3
- (3
(3
(3

1. (Vx)(Pr — Qx) P
2. (3z)Px P
3. Pz P
4. Py 3, V7 [ylz]
5 Py—Qy 1, V™ [yla]
6. Qy 45T
7. (Vy)Qy 6, V"
8. (Vy)Qy 2,3,7P.E.[z|z]
9. (3z)Px — (Vy)Qu 2,8 P.C.
(Vx)(Px — Qx) P
(Vz)(Jy) (~Qz — Ray A Sy) p
(3x)Px P
Pz P
Pz — Qz 1V~ [z|]
Qz 4,57T
(Fy)(—~Qz — Rzy A Sy) 2V~ [z]a]
@z — Rzz NSz P
—(Rzz N Sz) 6,87
x)~(Rxx A Sw) 93% 2]
xz)Px — (3z)—-(Rxx A Sx) 10T
z)Pr — (3z)-(Rxx N Sx) 7,8,11 P.E.[z|x]
x)Px — (Jz)-(Rzxx A Sx) 3,4,12 P.E.[z|x]
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9 Aplicacoes das Estruturas Interpretativas

Argumentos invélidos. Conjuntos consistentes de formulas.

9.1 Notas
9.1.1 Argumentos Validos

Um argumento com premissas I' e conclusao ¢ é valido sse para qualquer
estrutura interpretativa para I' U {¢}, S, e qualquer sequéncia a € S, se a
satisfaz ' entao a satisfaz .

Se todas as férmulas de I' forem sentengas obtemos um resultado andlogo
ao do Célculo Proposicional.

Uma estrutura interpretativa onde todas as proposicoes de I' sao V e
¢ é F é um contra-exemplo, a sua existéncia acarreta a invalidade do
argumento com premissas I' e conclusao ¢.

9.1.2 Consisténcia

Seja I' um conjunto de férmulas. I' é consistente se nao existe uma férmula
p tal que I' - A —p.

Para mostrar a consisténcia de I' basta exibir uma estrutura interpreta-
tiva onde uma sequéncia satisfaz todas as féormulas de I'.

9.1.3 | versus |

Se S é uma estrutura interpretativa para o conjunto de formulas I'; S diz-se
um modelo para I' (em simbolos: S |=1TI") se todas as férmulas de I" sao V
em S.

Escrevemos S = ¢ em vez de S = {p}.

Se I é um conjunto de férmulas e ¢ é uma férmula, diz-se que I" implica
semanticamente @, e escreve-se I' = ¢, se 0 argumento com premissas [' e
conclusao ¢ é valido.

Teorema da Validade: Se I' F ¢ entao I' = .

Teorema da Completude: Se I' = ¢ entao I' - .

Teorema: As seguintes afirmagoes sao eqivalentes:

1. SeT'=gpentao I' F

2. Para qualquer conjunto de proposicoes, A, se A é consistente entao A
tem modelo.
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Teorema: Se I' é um conjunto de proposigoes entao I' é consistente sse
I' tem modelo.

Teorema da Compacidade: Se I' é um conjunto de proposicgoes e ¢
é uma proposigao, entao se I' = ¢ existe uma parte finita A C I' tal que
A E .

Teorema: Seja I' um conjunto infinito de proposicoes. Entao I' é con-
sistente sse toda a parte finita de I' é consistente.

Teorema: Se I' é um conjunto de proposicoes tal que cada sua parte
finita tem modelo, entao I' tem modelo.
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9.2 Problemas

A. Para cada um dos seguintes argumentos exiba uma prova formal se o
argumento for valido, ou um contra-exemplo se for invalido.

1. Premissas: (Vz)(Az — Cx),
(Vx)(Bx — Dx),
(Fx) Az,
(3z)—-Dzx
Conclusao: (3z)(Cx A —Bzx)

2. Premissas: (Vz)(Az — (Vy)(—~By — Czy)),
(3z)(Az A (Vy)(Dy — ~Czy))
Conclusao:(Vz)(Dx — Bx).

B. Prove que cada um dos seguintes conjunto de premissas é consistente.
1. Todos os bifalos tém chifres. Todos os biifalos sdo animais. Al-

guns animais nao tém chifres.

2. Toda a gente estd a olhar para alguém. Alguém nao estd a ser
olhado por toda a gente.

3. H& um problema que sé matematicos conseguem resolver. Ne-

nhum matemaético consegue resolver todos os problemas.

C. Para cada um dos seguintes conjuntos de premissas, se se tratar dum
conjunto consistente exiba um modelo, se se tratar de um conjunto
inconsistente deduza formalmente uma contradicao.

1. (Vz)(Pz V Qz), (3z)(Px — Rz), (3x)(Qz — Rz), (Vx)-Rz.
2. (Fr)Pzx — (Vx)Qz, Qa A (3z)(Px A =Qx).
3. (vVz)((Vy) Py — Qz), (Vz)Pz, (Jy)-Qy.
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10 Teoremas Loégicos e Formulas Validas

Teoremas l6gicos. Formulas validas. Mais regras de inferéncia.

10.1 Notas
10.1.1 +

¢ é um teorema légico se ¢ se pode deduzir do vazio (F ).
¢ implica logicamente v se ¢ — 1 é teorema légico (F ¢ — ).
¢ e 1) sdo logicamente equivalentes se ¢ < 1 é teorema l6gico (F ¢ < ).

11 =

p é vélida se ¢ é V em todas as estruturas interpretativas para ¢ (= ¢).
 implica semanticamente ) se o argumento co premissa ¢ e conclusao
Y é valido (p = v).

¢ e 1 sdo semanticamente equivalentes se ¢ =19 e ¢ = ¢.

12 Fypsse oy

Regra dos Teoremas Légicos, T. L.: A férmula ¢ pode ocorrer numa
linha de uma prova se ha uma deducao construtiva de ¢ do vazio ou se ha
formulas 91, W9, ..., ¥, precedendo ¢ tais que existe uma dedugao constru-
tivade Y1 Ao A~ Ah, — .

Deducgoes construtivas sao as que usam a regra T ou as outras estu-
dadas anteriormente.

Regra das Formulas Logicamente equivalentes, L. E.: Se ¢,
P2, 1, Yo sao férmulas tais que s se obtem de 1 substituindo algumas
ocorréncias de 11 em @1 por s e se 1 e Yy sao logicamente equivalentes,
entao pode deduzir-se o de ;. Tem-se F 1 < ©a.
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12.1 Problemas

A. Mostre que se ¢ é uma férmula e x uma varidvel, se tem
1. F=(Vz)p < (Fz)—e.
2. F=(3x)e « (Vz)—ep.
3. F=(Vz)—p < (Fx)ep.

B. Sejam ¢, 9 formulas e x uma variavel que nao é livre em ¢. Mostre
que sao teoremas logicos:

V) (o A) < (o A (Yz)o.
32)(p V) < (¢ V (3x)1).
V) (o — ¥) < (¢ — (Vz)9).
)

(
(
(
(F2) (Y — @) < ((V2)¥ — ).

1.
2.
3.
4.
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13 A Identidade

Regras para a identidade. Provas. Estruturas interpretativas. A identidade
em Matematica.

13.1 Notas
13.1.1 Regras para a Identidade

Ia: Para cada varidvel z, (Vx)(z = x) é teorema logico.

Se x é uma varidvel, t é um termo e ¢ é uma férmula, entao p[z, t|z] é a
formula que se obtem de ¢ substituindo algumas ocorréncias livres de x por
t.

Ib: - (Vz)(z =t — (¢ < @[z, t|x]) se a substituicdo de x por ¢ é vélida.
Ic: - (Vo)(Vy)(x =y — y = x).
Id: - (Vo)(Vy)(V2)(z =y Ay =2z — x = 2).

Em todas as estruturas interpretativas "=" deve ser interpretado como

identidade, isto é, ¢ = b significa que a e b sdo 0 mesmo elemento do universo.
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13.2 Problemas

Para cada um dos seguintes argumentos exiba uma prova no caso de ser
vélido, um contra-exemplo no caso de ser invalido
1. Premissas: (3z)(Jx A Kx),
(Vx)(Jr — z =c)

Conclusao: Ka A a = c.

2. Premissas: (Vz)(Rax — a=zVa=Dh),
(3x)Rax,
Sa N —Sb

Conclusao: Raa.

3. Premissas: (3z)(Pxz A (Yy)(Py — = =vy)),
Conclusao: (3z)(Vy)(Py < = =vy).

4. Premissas: (Vz)(Vy)(Pxy — Pyx),
(Vz)Pxf(x)
Conclusao: (Vx)Pf(f(x))f(x).
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