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De Viribus Quantitatis

Está aqui: 
http://www.uriland.it/matematica/DeViribus/

Presentazione.html
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Referência essencial: 
David Singmaster em
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Do Math Forum:

Luca Pacioli, a Franciscan monk, mathematics tutor, and colleague of 
Leonardo Da Vinci, wrote this foundational text of modern magic 
and numerical puzzles between 1496 and 1508. De Viribus 
Quantitatis (On the Powers of Numbers) contains the first ever 
reference to card tricks and some of the earliest recorded European 
examples of numerical puzzles; guidance on how to juggle, eat fire 
and make coins dance; and insights into Da Vinci's life and work.
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Estão 10 moedas na mesa. Dois voluntários
dividem esta quantia entre si. Seja então 10=x+y.

P. pede a um que multiplique por 2 a sua parte, ao outro que 
multiplique por 10 e subtraiam a 110 a soma:

110-(2x+10y).
O resultado deve ser comunicado ao mágico.

P adivinha a divisão das 10 moedas.

Seja 10=z, para fins de generalidade. P pede para 
calcular

z(z+1)-(2x+zy) 

e divide o número que lhe dão por (z-1). O quociente é 
x e o resto é y. 

(z(z+1) - (2x+zy))/(z-1) = x + y/(z-1)
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Três voluntários dividem entre si uma quantidade z de 
moedas, a, b, c.

O Mágico pede para lhe comunicarem 
z(z+1) - (2a+zb+(z+1)c)

e adivinha a, b, c.

O Mágico divide o número que lhe dão por (z-1). O quociente 
é a, o resto é b, o que falta para z é c.

(z(z+1) - (2a + zb + (z+1)c)/(z-1) = a + b/(z-1)
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Três voluntários dividem entre si uma quantidade z de 
moedas, a, b, c.

O Mágico pede para lhe comunicarem 
zz + y - (2a+(z-1)b+zc) 

onde y é um número qualquer
e adivinha a, b, c.

O Mágico tira y e divide por (z-2) porque...

(zz + y - (2a+(z-1)b+zc) - y)/(z-2) = a + b/(z-2)
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Três voluntários dividem entre si uma quantidade z de 
moedas, a, b, c.

O Mágico pede para lhe comunicarem 
z(y+1) - (2a + yb + (y+1)c) 

onde y é um número qualquer
e adivinha a, b, c.

O Mágico divide por (y-1) porque...

(z(y+1) - (2a + yb + (y+1)c))/(y - 1) = a + b/(y - 1) 

exemplo de Pacioli: a=2, b=3, c=5, z=10, y=12
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Pensa num número (seja ele x). Calcula y = x + x/2. Diz se 
é um inteiro. Se não for arredonda “para cima”. Soma 

z = y + y/2 e diz se é inteiro ou arredonda de novo. Divide 
o resultado por 9 e comunica ao Mágico o quociente.

O  Mágico multiplica o resultado por 4, já que

(x +x/2 + (x+ x /2)/2)/9 = x/4

Mas isto só funciona bem com x==0 (mod 4). Temos de somar 1 se x==1 (mod 4) (há 
arredondamento na 1ª operação), somar 2 se x==2 (mod 4) (na 2ª) e somar 3 se x==3 (mod 4) 
(em ambas). As operações conduzem sempre a k se x = 4k + i (i = 1, 2, 3).

Exemplos do Pacioli: 12, 5, 6, 15.
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Problema de garrafas de vinho. Dividir em duas partes 
iguais os oito litros de uma garrafa de capacidade 8 se 

tivermos mais duas garrafas vazias, de capacidades 3 e 5?
Representação: (8, 3, 5:8, 0, 0)    (8, 3, 5: 4, 0, 4).
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Passar de (12, 5, 7: 12, 0, 0) para (12, 5, 7: 6, 0, 6)   
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Problema de Josephus:

30 judeus e 2 cristãos em roda. Matar de 9 em 9.
Onde colocar os cristãos?

Notação: (2, 30, 9)

Os cristão devem ficar juntos de maneira a que o 1º judeu 
a morrer seja a segunda pessoa após os cristãos. A 
contagem começa no negrito (Esq->Dir)

...JJJJJCCJJJJ...

Está na base de uma família de truques de cartas hoje 
referida por “baralhar australiano” (down-under).

Pacioli também dá o caso (2, 30, 7). Os cristãos devem 
estar ...JCJJCJ... e a contagem, em sentido Esq->Dir deve 
começar no negrito: 

...JJCJJCJJ...
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O caso (1, 11, 3)
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Josephus (15,15,3)
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Jogo de “subtracção”. Dado um número a atingir (x), dois 
jogadores alternam a somar uma quantidade que não pode 

exceder um número acordado (y). Exemplo: x=30, y=6.

Outro: x=100, y=10.

Dividindo x por (y+1). Se o resto for D, devemos jogar para as quantias:

d, d+(x+1), d+2(x+1), d+3(x+1), ...

Primeira ocorrência de 
uma forma de NIM.
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A, B, C recebem, respectivamente, 12, 24, 36 moedas. 
São distribuídos pelos três, à sorte, três objectos (D, G, Q).

Diz o Mágico: quem tem D deite fora metade das suas 
moedas; quem tem G deite fora 2/3, quem tem Q 3/4. 

Juntem o que têm e digam-me o resultado.
O Mágico adivinha quem tem qual objecto.

Semelhante a um do Fibonacci. Este é menos elegante. Talvez Pacioli quisesse treinar 
operações com fracções.

Para cada soma possível (das 6) há uma única distribuição dos objectos compatível. Ver 
tabela seguinte.
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Dois dados na mão do voluntário. Sejam x e y os pontos de 
um lançamento. 

O Mágico dá instruções de cálculo: 
2x,

2x+5, 
(2x+5)5, 

(2x+5)5+y. 
O Mágico ouve o último valor e adivinha.

O Mágico subtrai 25 e lê os 
números...
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Dois dados na mão do voluntário. Sejam x, y, z os pontos 
de um lançamento. 

O Mágico dá instruções de cálculo: 
2x,

2x+5, 
(2x+5)5, 

(2x+5)5+y,
10((2x+5)5+y),

10((2x+5)5+y)+z. 
O Mágico ouve o último valor e adivinha.

O Mágico subtrai 250 ao total e lê...
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Cidade das oito portas. 

Oito guardas entram 
simultaneamente por oito 

portas diferentes, dirigindo-
se para uma das portas 
opostas. Ninguém pode 

cruzar caminhos com quem 
for guardar a sua própria 

porta de entrada. 

Isto é Koenigsberg... ou quase!

A solução: 

AD, FA, CF, HC, EH, BE, GB, DG
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16 moedas. Em duas filas de 8 moedas o voluntário deve 
indicar qual tem a moeda escolhida, três vezes.
Sejam elas a, b, ..., r.

abcdefgh
klmnopr

supor V escolhe d. É a 1ª fila. Formemos duas filas alternando moedas das duas filas, 
começando na que não tem a escolhida.

kalbmcnd
oepfqgrh

Repete-se o processo, mas agora começa-se com uma moeda da fila que contém a 
escolhida:

koaelpbf
mqcgnrdh

E outra vez ainda, começando com uma moeda da linha em que a escolhida não está:

kmoqaceg
lnprbdfh

A escolhida será sempre a antepenúltima!

Também está no Bachet.

Este é o avô do 3x9=27.
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Maçãs de Borgo a Perugia (que distam 30 milhas entre si).  
O homem que as leva, que só consegue carregar 30, come 
uma por milha percorrida. Como maximizar o número de 

maçãs que chegam a Perugia?

Solução do Pacioli:

Borgo <-20->STOP<-10->Perugia

Levar tudo para STOP e depois as 30 para Perugia. 
Resultado: 20.

Melhor solução:

Borgo<-10->STOP1<-15->STOP2<-5->Perugia

Resultado: 25.

Primeiro JEEP Problem?
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Três maridos e três mulheres ciumentos

Problema de travessia.

Pode implementar-se com 
cartas.

Monday, December 3, 12



Anéis chineses

Primeira ocorrência
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