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7. Exprima em notação sexagesimal  
a)       76 
b)     234 
c)   1265 
d) 87432

8. Calcule 
a) 1,23 x 2,9 
b) 2,4,23 x 3,34

*
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Papiro de Rhind (séc. XVII aC)















Jean-François Champollion 
(1790 – 1832) 



hierático, hieroglífico, demótico











Bee Leef

Belief



Carapau



Papiro de Rhind 
-XVII











Egipto antigo 19 x 71
71 x 19
91 : 7

por que funciona?

33 x 44

15.09.2020

http://jnsilva.ludicum.org/Egypt/index.html
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O que diz o Papiro de Rhind (-1650) sobre a área do círculo…



diâmetro d 
raio r 



Problemas 48, 50

Para um círculo de diâmetro 9,  
a área determinada é 8x8 = 64 







Unidade = d/9



Área do octógono = 81 - 18 = 63 unidades



Lindo!



A area do octógono é quase igual 
à de um quadrado de lado 8 unidades.



A área do octógono também é quase igual 
à área do círculo…



Logo a área do círculo é aproximadamente



Nós sabemos que fórmula correcta é

Logo, visto que

o argumento dos egípcios equivale a tomar a aproximação

Aconteceu há uns 4000 anos atrás!…



Regra prática: dado um círculo de diâmetro d, tire-se um  
nono a d e forme-se o quadrado com esse lado… 



A aproximação é mesmo boa…



Grécia























Tudo é número

Quadrívio: Aritmética, Música, Geometria, Astronomia

Essencialmente aritmética



Números figurados

Números triangulares



Números figurados

Números quadrados





Números figurados

Números pentagonais





Números figurados

Números hexagonais









Número poligonal com p lados e n pontos em cada lado:

Número poligonal com 3 lados e n pontos em cada lado:
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Ternos pitagóricos



logo, já temos duas parcelas que são quadrados 
perfeitos. Falta garantir que a outra também é...



vamos fazer

resolver em ordem a m e substituir em

obtemos...



(funciona bem para n ímpar)



Dado quadrado de lado m, obtém o de lado m+1 juntando 2m+1 
pontos, e obtém-se o quadrado de lado m-1, tirando 2m-1. 

Como (2m+1)+(2m-1) = 4m, temos 

só falta garantir que 4m é um quadrado perfeito...



fazendo

em

vem



Divisibilidade e mdc

a|b ("a divide b", "a é divisor de b", "b é múltiplo de a",  
"a é submúltiplo de b") se existe q tal que b=aq.

Se a>b então os divisores comuns de a e b são os mesmos de 
a-b e b.

Prova: 

d|a e d|b --> d|(a-b) 

 e, por outro lado,  

d|(a-b) e d|b --> d|a



Antifairese ou subtracção recíproca ou Algoritmo de Euclides

Máximo Divisor Comum de m e n é denotado por (m,n)

Acabámos de ver que, se m>n, se tem   

(m,n)=(m-n,n) 

Para determinar (m,n), usa-se esta propriedade várias vezes, até 
termos um par de números iguais.

Claro que (k,k)=k



Exemplo

(54,12)=(42,12)= (30,12)= (18,12)= (6,12)= (6,6)=6

Processo sempre finito, porque não há cadeias infinitas descendentes 
nos números naturais.

Dois números naturais são sempre múltiplos de um número comum.

Como tudo é número, dadas duas grandezas da mesma espécie, elas 
terão um submúltiplo comum.





Comensurabilidade

Dois números são sempre comensuráveis porque têm mdc.

Duas grandezas da mesma espécie, A e B, são comensuráveis se 
existir uma outra grandeza da mesma espécie, C, tal que A e B são 

ambas múltiplos de C: A=mC, B=nC.

Portanto duas grandezas são sempre comensuráveis...

Nota: neste caso tem-se A/B = m/n



lado

diagonal



CE=CD=lado

EB=diagonal-lado

CBD=BGE (meio recto)

EG perp CB

EB=EG (tri. iso)

EG=GD (tg por pto)

EB=GD

BG=lado-(diagonal-lado)=2 x lado-diagonal



O quadrado EBHG tem lado

diagonal - lado

e a sua diagonal é

2 x lado - diagonal



O Algoritmo de Euclides não pode terminar!...

Partimos de um quadrado e, após duas iteradas, temos um quadrado!

A diagonal e o lado de um quadrado nunca são comensuráveis!



1



Prova directa:

e, portanto,

e, portanto,



Afinal, concluíram, os números e as grandezas não se podem abordar 
da mesma forma...

A Matemática grega evoluiu, a partir deste momento, usando métodos 
diferentes na Geometria e na Aritmética 



Zenão 
(~490aC-430aC)



Aquiles e a tartaruga







Dicotomia











Estádio



Ordem: no próximo instante os vermelhos dão um passo à (nossa) 
direita e os verdes dão um passo à esquerda.











Flecha































1. Calcule, usando o Algoritmo de Euclides, (55,34) e (1000, 48)
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EI-1: Sobre um segmento dado criar um triângulo equilátero.



P3



P3





P1



AB=AC por Def 15

AB=BC por Def 15

BC=AC por NC 1

06.10.2020



EI-32: Em qualquer triângulo o ângulo externo é igual  à soma  
dos ângulos internos opostos.  

Os três ângulos internos são iguais a dois rectos. 













Teorema de Pitágoras



Teorema de Pitágoras (exemplo)



Relembrar: Triângulos com a mesma base e altura têm a mesma área. 
O mesmo vale para paralelogramos.































Logo, ou ABC + 1 é primo, ou é divisível por um primo que não está 
na lista original, que era {A, B, C}.



Eratóstenes 
(276-194 aC)



Eratóstenes a ensinar em Alexandria 
Bernardo Strozzi (1635)

https://en.wikipedia.org/wiki/Bernardo_Strozzi










Arquimedes 
(287–212 aC)



A morte de Arquimedes 
Thomas Degeorge (1815)

https://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Degeorge


O parafuso de Arquimedes







Volume da esfera = 2/3  do volume do cilindro circunscrito.



O Palimpsesto











Centros de gravidade



Sete princípios, dos quais mostramos quatro.
I 

Pesos iguais a distâncias iguais equilibram-se. Pesos iguais a 
distâncias diferentes não se equilibram, inclinando-se para a maior 

distância

II 
Se dois pesos estão em equilíbrio e se acrescentarmos um peso, deixa 
de haver equilíbrio, inclinando-se para o peso que teve o acréscimo.

III 
O mesmo para o caso de se retirar um peso.

VI 
Se grandezas a certas distâncias  se equilibram, então grandezas 

iguais equilibram-se à mesma distância.



Senso comum.

VI parece referir-se a centros de gravidade.

Arquimedes não definiu centro de gravidade, mas mais tardios, sim.

"O centro de gravidade de um corpo é um ponto do corpo tal que, se o 
corpo fosse pendurado por esse ponto, manteria a sua posição."



Prop. 1 
Pesos que se equilibram a distâncias iguais são iguais.

Dem: Absurdo. Tirar do maior a diferença. Postulados I e III dão 
contradição.

Prop. II 
Pesos diferentes a distâncias iguais não se equilibram, inclinando-se 

para o maior.

Dem: Tirar do maior a diferença, I dá equilíbrio. Juntar de novo,  
II dá a conclusão.



Prop III 
Supor pesos diferentes A>B em equilíbrio relativamente a C. 

Seja AC=a e BC=b. Então a<b.  
(Reciprocamente, se os pesos equilibram e a<b então A>B.)

A B
C

a b



Dem: Por absurdo. Supor que a não é menor do que b.

Seja A'=A-(A-B) Pelo III, temos

A'
B

C
a b



Mas, se a=b, temos equilíbrio (lembrar que A' e B são iguais).

A' B
C

a b



e se a>b, há desequilíbrio, por I.

A'
B

C

a
b

Em ambos os casos há contradição, portanto a<b.

(A prova de A>B é semelhante).  



Duas grandezas comensuráveis [Prop. 6] ou incomensuráveis  
[Prop. 7] equilibram-se a distâncias inversamente proporcionais às 

grandezas.





Centros de gravidade

I 
Os centros de gravidade de figuras semelhantes situam-se de forma 

semelhante.

II 
O centro de gravidade de uma figura convexa pertence à figura.



III 
Se uma figura é partida em dois pedaços, o seu centro de gravidade 

está no segmento que une os centros de gravidade dos pedaços.

R S
A

BC

CA x área de R = CB x área de S



Teorema: o centro de gravidade de um paralelogramo está no 
cruzamento das diagonais.

Dem: Suponhamos que o centro de gravidade  
do triângulo ABD é F.

F

A

B
C

D



Seja G o ponto médio da diagonal e tome-se a reflexão de F em G, H.

F
G

H

A

B
C

D



F
G

H

A

B
C

D

Por I, H é centro de gravidade do triângulo BCD.

Então, por III, o centro de gravidade do paralelogramo está sobre FH. 
Mas como as áreas dos triângulos são iguais, terá de estar no ponto 

médio, G. 



O centro de gravidade de um triângulo  está na intersecção dos 
segmentos que ligam os vértices aos pontos médios dos lados opostos 

(medianas). Isto é, é o baricentro.



"a intuição física e mecânica descobre, a argumentação  rigorosa 
prova".

"É mais fácil provar um resultado quando já se sabe a resposta certa".

08.10.2020



Área do segmento de parábola













mas isto é uma série (infinidade de parcelas...)



Arquimedes mostrou que, tome quantas parcelas tomar, nunca excede 
nenhum número maior do que 4/3:

e que excede qualquer número menor, se tomar um número 
apropriado de parcelas:



Arithmetica 
tradução de 1621 de Bachet



"um menos multiplicado por um menos dá um mais." 

"Um menos multiplicado por um mais dá um menos"



I-1 Dividir um número dado em dois com uma diferença fixada.

Seja o número dado 100 e a diferença 40...

Em geral, dado a e a diferença b, com b<a, a solução é



I- 28 Determinar dois números cuja soma e soma dos seus quadrados 
são dados.

Esperteza de Diofanto: 



Em geral, para 

ter soluções racionais é necessário



neste caso, o método de Diofanto dá as soluções



II-8 Dividir um quadrado em dois quadrados.

Seja o quadrado dado 16 e um dos quadrados a determinar

Só falta ser um quadrado

Ideia de Diofanto: fazer

e escolher o inteiro a depois (o 4 vem de ser a raiz de 16...)



Para a=2, vem

donde x=16/5



II-11 Somar o mesmo número (a incógnita) a dois números dados 
produzindo quadrados

Diofanto: Sejam os números dados 2 e 3.

(indeterminado, claro...)



Subtraindo uma equação da outra:



Como Diofanto avança:

... x=97/64.



B-7: Encontrar dois números cuja soma e a soma dos seus cubos são 
números dados.



Diofanto: sejam os números dados 20 e 2240 



e ainda: x=10-z , y=10+z

que dá z=2. Donde x=8 , y=12.



Fazer contas 



FAZER CONTAS

História da Matemática na 
Sala de Aula





































Ábaco russo 
Schotty



Ábaco japonês 
Soroban















Grécia

Usavam letras para representar números.



Grécia

Neste sistema, as letras eram atribuídas aos números por 
ordem alfabética. 



Grécia



Regras de redução - I



Regras de redução - II



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312 = 14576



Colunas decimais



Regras de redução



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312



6264 + 8312 = 14576



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671 = 1089



4760 - 3671 
em colunas decimais temos de usar 

anti-redução total...



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



46760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671

Agora 
retiramos 

3671 
usando a 
ordem 
natural 
(E     D)



4760 - 3671

6713



4760 - 3671

716



4760 - 3671

17



4760 - 3671

1



4760 - 3671

Agora temos 
de aplicar as 

regras de 
redução



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671



4760 - 3671 = 1089



A multiplicação pode ser implementada como adição 
iterada. 

Os factores deviam ser registados algures e seria natural 
usar tabuadas. O ábaco permitiria então somar os 

produtos parciais. 
Para efectuar 123x37 teríamos de somar 100x37, 20x37 

e 3x37. 

Estes ábacos não são úteis para as multiplicações 
(deixemos de parte as divisões!)



Roma



Temos o mesmo tipo de ábacos

Colunas alternadas 

Colunas decimais

Mas também ábacos portáteis



IVXLCD



I

V

X

L

C

D





O facto de o número de peças em cada coluna ser fixo torna 
as operações mais difíceis 

Nas somas devemos saber como “transportar”. 

Nas subtrações, como as anti-reduções são limitadas, temos 
de ser engenhosos



I

V

X

L

C

D



I

V

X

L

C

D

8 - 7



I

V

X

L

C

D

8 - 7 = 1



I

V

X

L

C

D

37 - 8



I

V

X

L

C

D

37 - 8 = 
37 - 10 + 2



I

V

X

L

C

D

54 - 7



I

V

X

L

C

D

54 - 7 =  
54 - 50 + 40 + 5 -  2



I

V

X

L

C

D

104 - 7



I

V

X

L

C

D

104 - 7 =  
104 - 100 + 90 + 5 - 2



As multiplicações e as 
divisões eram ainda 

mais difíceis do que nos 
ábacos vulgares



Gerbert



As peças estão marcadas com numerais  
indo-árabes

Na representação de um número cada 
coluna pode conter, no máximo, uma 

peça

Os numerais destinam-se a ser lidos.



A fonte principal é Bernelin’s Liber Abaci 
(999-1003). 

Richer (991-998) escreveu umas linhas sobre 
o ábaco. 

Gerbert descreve algumas regras de operação, 
muito confusas, numa carta de 980.



L’unité qui, ne progressant a partir d’aucun autre, est seule à 
posseder le principe naturel de tous les nombres [...] Comme 
l’unité est le principe dans la centaine, ansi le millier aussi 
parera être à un observateur attentif, d’une certaine façon, le 
principe des centaines de mille. 

[...] 

la dizaine se développe à partir de la multiplication de la 
première unité, ansi la muliplication de cette seconde unité 
fait surgir la troisième unité, c’est-à-dire la centaine. Et alors, 
d’une certaine façon, on revient à la première unité...



L’unité, qui est dite le premier nombre, est ansi figurée ..., soit 
par la lettre grecque alpha...

Tout nombre, multiplié par une unité, placera le doigt 
(digitum) dans la même colonne que l’unité et l’article 
(articulum) dans la seconde. Tout nombre multiplié par une 
dizaine placera le doigt dans la seconde colonne, et l’article 
dans la triosième....





243 015

51342 Vamos usar 
os nossos 

algarismos 
para 

representar 
os de 

Gerbert.



O problema recreativo de Bernelin: 12 quartos, 12 
carpetes, 12 homens, 12 mulheres, 12 crianças. Quantas 

crianças?

12 x 12 x 12 x 12 x 12  

12 x 20 736



1 2
6372



1 2
6372
27

63
48

42
238842

Parece a nossa forma de 
calcular...

Queme estivesse 
familiarizado com os 

trabalhos de Al-Kwarizmi 
usaria papel e lápis...

Isto é novo e estranho para 
quem estava habituado a usar 
os ábacos de peças neutras.

Este método deve-se a Gerbert



Divisio ferrea

Bernelin dá o exemplo 668 : 6

O truque: usar um divisor auxiliar, aqui 
10, para tornar a conta mais fácil

Depois corrige-se o erro cometido...

1
6
4

66 8
66 8



Divisio ferrea

Divida-se 600 por 10

Multiplique-se 60 por 4 - a diferença - e 
some-se a 68

1
6
4

66 8
6

6

8
2 4



Divisio ferrea

Divida-se 200 por 10

Multiplique-se 20 por 4 e some-se a  
68+40

1
6
4

66 8
6

6

8

2

4
8



Divisio ferrea
Verifiquemos a situação 
actual... 1

6
4

66 8
6

6

8

2

4
8

1 8 8

O nosso dividendo é agora 188,  
temos um quociente de 60+20.  
Continuemos...

Dividimos100 por 10...



Divisio ferrea

1
6
4

66 8
6

6

8

2

4
8

1

8 8

Dividimos100 por 10...



Divisio ferrea

1
6
4

66 8
6

6

8

2

4
8

1

8 8

e corrigimos
4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Verificando...
1 2 8



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Dividimos100 por 10

1

2 8
e somamos 10x4 ao quociente, para 
corrigir

4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Verificando...

1

6 8



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Dividimos 60 por 10

1

6 8



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Multiplicamos 4 por 6 e somamos a 8

1

6

8



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Multiplicamos 4 por 6 e somamos a 8

1

6

8
2 4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Verificando...

1

6

23



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Dividimos 30 por 10

1

6

23



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

corrigimos somando ao quaociente 4x3

1

6

2

3



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1
1

6

2

3

1 2

corrigimos somando ao quaociente 4x3



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Verificando...

1

6
3

1 4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Dividir 10 por 10

1

6
3

1 4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Somar 4x1 

1

6
3
1

4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Verificar

1

6
3
1

4
4



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Não podemos dividir 8 por 10.  
Dividimos por 6 e terminamos.

1

6
3
1

8

1

2



Divisio ferrea

1
6
4

6
2
1

Somar 60+20+10+10+6+3+1+1 
e temos o resultado: 111. Resto 2.

1

6
3
1

8

1

2



Divisio ferrea

1
6
4

1 1

8

1

2

Somar: 60+20+10+10+6+3+1+1 
e temos o resultado: 111. Resto 2.



Este método prescinde de subtracções e tentativas. Uma 
vez escolhido o divisor auxiliar, tudo é automático. 

Uma boa escolha do divisor auxiliar simplifica as contas 
e induz regras simples (dividir por 10 corresponde a 
mover uma peça do dividendo para o quociente, etc) 

Não há menções à Divisio Ferrea anteriores a Bernelin. 
Gerbert adaptou algum procedimento dos ábacos 
antigos, ou inventou este método.



Por que funciona: 

Ao dividir d por b obtemos   

d = q x b + r 

que equivale a   

d + q x z = q x (b + z) + r 

portanto é importante escolher z de forma a que 
b + z seja “simpático”.



“Simpático” significa uma 
potência de 10, ou um 
dígito multiplicado por 
uma potência de 10 (estes 
números só têm um dígito 
aqui).



1

77068 : 6807

7
6 8 7

77 6 8
77 6 8

39



1

77068 : 6807

7
6 8 7

7 6 8
77 6 8

39

1

1 39
88 9 9



1

77068 : 6807

7
6 8 7

7 6 8
77 6 8

39

1

1 39
81 9 9

1
1 39



1

77068 : 6807

7
6 8 7

2 9 1
77 6 8

39

1

1

1

77068 =  
11 x 6807 + 2191



9

986022 : 507041

75 4 1
2 5

68

93
68

9

9

9
9 2

2



9

986022 : 507041

75 4 1
2 5

68

93
68

9

9

9
2
2

1

92 593 9
4 7 8 9 8 1



6121 :  344

4
43 4

6 1 2 1
6 1 2 1

65



6121 :  344

4
43 4

2 1 2 1
6 1 2 1

65

1

65
2 6 8 1



6121 :  344

4
43 4

2 6 8 1
6 1 2 1

65

1



6121 :  344

4
43 4

2 6 8 1
6 1 2 1

65

1 6



6121 :  344

4
43 4

2 8 1
6 1 2 1

65

1 6



6121 :  344

4
43 4

2 8 1
6 1 2 1

65

1 6

3 3 6



6121 :  344

4
43 4

2 8 1
6 1 2 1

65

1 6

3 3 6

4

6 1 7



6121 :  344

4
43 4

6 1 2 1
65

1 6

6 1 7



6121 :  344

4
43 4

6 1 2 1
65

1 6

6 1 7

1



6121 :  344

4
43 4

6 1 2 1
65

1 6

2 1 7

1

65
362



6121 :  344

4
43 4

6 1 2 1
65

1 7

2 1 7
65
362



Gerbert usava Astrolábio,  
Esfera Armilar, 
Tubos de observação astronómica, 
Ábaco novo. 

Homem cultíssimo, grande 
professor, homem de ciência. 

Os seus adversários acusaram-no 
de ter feito um pacto com o Diabo 
para obter tal sabedoria... A lenda 
sobreviveu vários séculos. 



Divisio aurea

666 : 6 6
6

666
6 6

Quantos 6s em 6?...
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666
6

1 1

Quantos 6s em 6?...



Divisio aurea

666 : 6 6
6

666

1 1 1

Quantos 6s em 6?...



Divisio aurea

666 : 6 6

666

666 = 111 x 6

1 1 1
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888 : 5 8
5

888
8 8

Quantos 5s em 8?...
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88
8 8

Quantos 5s em 8?... 
1, com resto 3 1

3



Divisio aurea

888 : 5 8
5

88
8 8

1

3

Quantos 5s in 3?...  6 (na 
coluna central, de acordo 
com as regras)
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1, com resto 3
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Divisio aurea

888 : 5 8
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Quantos 5s em 3?... 
6 na coluna da direita 1 6

1
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1
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Divisio aurea

888 : 5 8
5

3
8 8

Quantos 5s in 8?... 
1 com resto 3 1 6

1
6
1



Divisio aurea

888 : 5 8
5

3
8 8

Arrumando...
1 7 7



Bernelin descreve as operações usando 
numerais romanos (3 na coluna central é 
xxx). 

Ao referir-se a 38 diz algo como o 3 na 
coluna central e o 8 na coluna da direita. 

Nunca transparece que tenha alguma ideia 
do sistema decimal posicional. 
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333
3 3

Quantos 6s em 3?...
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33
3 3
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Quantos 6s em 3?...
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333 : 6 3
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33
3 3

5 5



Divisio aurea

333 = 6 x 55 + 3 3
6

3
3 3

5 5
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81
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1098 =  
20 x 54 + 18
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Quantos 9s em 90?...
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6 x 9 = 54
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Organizando...
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Organizando...
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86 - 16 = 70
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Organizando...
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Quantos 6s em 8?...
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Aritmética de Treviso, 1478
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Gelosia
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Ossos de Neper







354 x 628 = ?







Varetas de 
Genaille-Lucas



52749 x 4
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Gasta menos papel e tinta do que o nosso algoritmo!
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Quociente = 105 ; Resto = 5
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5 26 8 4

5 4



9
5 26 8 4

5 4
1 0 9

4 4
5 9 9

6 8 7 81
5 3 3
1 5
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Escrito em vernáculo, destinado a uma grande audiência.

Democratizou o acesso à capacidade de calcular  
(mat prática)

Difundiu a matemática Hindu-Árabe

Despertou o gosto pelo estudo da matemática



NAPIER
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Raízes de 49; 50, 24, 17









Álgebra

13.10.2020



Leonardo de Pisa  
Fibonacci 



Liber abbaci (1202)



Introduz sistema de numeração hindu-arabe 
(posicional decimal)



Muitos problemas, muitas equações algébricas

Métodos egípcios antigos, árabes (al-Khwarizmi), chineses, 
indianos, ...

Mas também muitos problemas originais, ilustrando grande variedade 
de métodos de resolução.









Com o desenvolvimento do comércio, a Itália do século xiv não 
precisava da matemática das universidades (quadrivium) mas sim da 

capacidade de calcular e de resolver problemas.

Surgiram assim os maestri d'abbaco, ou abacistas. Principalmente 
dedicados a ensinar os filhos dos comerciantes.

Os textos de álgebra islâmicos apareceram em latim no século xii. Os 
gregos, em meados do xvi já estavam na Europa, também em latim.



Os textos dos abacistas consistiam em grandes colecções de 
problemas e resoluções, com base em métodos da aritmética e álgebra 

islâmicas.

Os problemas eram tipicamente de dois tipos: genuinamente de 
temática comercial e recreativos.







Luca Pacioli (1445-1517)



Summa 1494





Entre a/b e c/d existe o número racional (a+c)/(b+d)

Exemplo: entre 1/2 e 3/4 existe 4/6=2/3













Coeficientes sempre positivos!

















Libro de Algebra



Influenciado por Pacioli.

Obra abstracta, sem colecção de problemas práticos e recreativos.













Cardano insiste com Tartaglia e este ensina-lhe o seu método, com a 
promessa de Cardano de não ao publicar...



1535



Ars Magna contém também a resolução da equação de grau 4.



Nascem os complexos:





GA





















TFA



TFA: Uma equação polinomial de grau n tem n raízes (contando 
multiplicidades) complexas.









Estruturas algébricas: grupos e corpos...



Cálculo infinitesimal









Dar sentido a soma com infinitas parcelas







Áreas e volumes



O que significa o velocímetro indicar 88 km/h?



O Cálculo Infinitesimal é hoje um conjunto de regras para resolver  
problemas, mais ou menos mecanicamente.







T



A área dos verdes é um quarto da do azul, a área dos amarelos 
é um quarto da dos verdes, e assim sucessivamente.







Arquimedes mostrou que

para qualquer k.



e que

para algum k

E assim, "sem infinito", Arquimedes conclui que a área do segmento 
de parábola é 4/3 da do primeiro triângulo inscrito.









Vi Hart



Os gregos trabalharam sem Geometria Analítica! 
(séc. xvii)









Tabela dos volumes de  
paralelepípedos  

inscritos numa esfera.

Perto do máximo a variação 
é pequena









Soluções

O valor máximo de c para o qual o problema tem solução é

E o valor maximizante de x é b/2



Fermat vê este valor b/2 como atingido pelas duas soluções

Em faz

e obtém para valor maximizante.



Recapitulemos.

1º

2º

3º Fazer para obter o maximizante



Outro exemplo:

fazendo obtemos

[A natureza do problema em questão esclarecia a Fermat que este era 
um maximizante]



Para facilitar os cálculos, Fermat usou x e x+e no lugar de 

(adegualar)

Simplificando e dividindo por e:

Desprezando e...



Notas: O processo é eficiente e geral.

Mas dividir por e e, mais tarde, considerar esta quantidade nula...  
é problemático!!

Veremos adiante que esta é característica dos infinitésimos, ou 
infinitesimais. Pequenos, mas significativos e, quando dá jeito, 

nulos...



Fermat usou o seu método na determinação de tangentes 
(ou, o que é equivalente, de subtangentes)





Ideia: adegualar

isto é,

Depois, seguindo o método, simplificar e desprezar termos em e, para 
obter relação entre t e x.



Exemplo.













A equação da circunferência por C centrada em P é 

Para termos tangência entre a curva definida por f e a circunferência, 
esta equação deve ter uma raíz dupla. Do seu estudo de equações 

algébricas, Descartes sabia que então

onde q é um polinómio.



Expandindo e igualando coeficientes homólogos, obtém-se v em 
termos de      , o que basta para determinar a normal n.

Um exemplo. Temos então

Ora q deve ter grau 2 e coeficiente director 1:

donde, após uns cálculos, se obtém

É fácil daqui tirar, por exemplo, o declive da normal,



John Hudde (1628-1704) e René Sluse (1622-1685) criaram 
algoritmos para a prática destas técnicas.

O método de Descartes para obter a normal depende de  
determinar zeros duplos de polinómios... 

zero duplo em 

E   uma progressão aritmética, então

também tem um zero em  



Em terminologia moderna, este último polinómio é

pelo que o resultado de Hudde é trivial, já que sabemos que qualquer 
zero duplo de f é também zero da derivada.

p=0, b=1 é a escolha mais frequente, que dá 

Exemplo. Achar a normal a em 

Já vimos que precisamos do zero duplo de 



Aplicando a regra de Hudde com p=0 e b=1, obtemos a equação

Ou

Donde se obtém uma relação entre

O declive da tg sai facilmente daqui: 



Este procedimento permite obter o declive da tangente a 

em que é , o que seria difícil pelo método 

de Descartes.

Hudde também simplificou a ideia de Fermat para obter máximos.

Se f(x) tem um máximo M, então f(x)-M tem um zero duplo

Para maximizar usamos p=0, b=1 e o polinómio

e obtemos donde x=2b/3



Para curvas definidas por equações polinomiais  
da forma f(x,y)=0, Sluse deu um algoritmo surpreendente  

para determinar a subtangente t. 

Todos os termos em x ficam à esquerda.

Todos os termos em y ficam à direita. [Há repetições...]

Cada termo à esquerda deve ser multiplicado pelo seu expoente de x

Cada termo à direita deve ser multiplicado pelo seu expoente de y
Substituir um x de cada termo à esquerda por t e resolver em 
ordem a t.

Eliminar termos constantes.



E para declive da tangente



Em notação moderna, a conhecida fórmula

[Sluse não indica como chegou a estes resultados. Somos levados a 
supor que foram a consequência de muitos exemplos particulares]



Áreas e volumes





Kepler e os infinitésimos

r

Perímetro

área = metade de r x Perímetro





A malga é gerada pela rotação, em torno do eixo verde, das fatias XY.

O cone é gerado por rotação semelhante das fatias ZW.

ABC diâmetro de uma esfera.



Mudemos de vista, para apreciar as áreas de revolução das fatias.



Área da coroa circular definida por XY: 

Área da coroa circular definida por ZW: 





Logo, área da fatia da malga = área da fatia do cone.

Galileu e os indivisíveis

Logo, volume da malga = volume do cone





Princípio de Cavalieri (no plano): Se duas figuras planas tiverem a 
mesma altura e as linhas de uma estiverem todas na mesma proporção 

para as linhas da outra, então as figuras estão, em área, na mesma 
proporção.

A ideia de Cavalieri reside em comparar cortes de duas figuras, 
sistematicamente.



No espaço: se as áreas das fatias homólogas são iguais, então os 
volumes são iguais.



Assim, os triângulos têm áreas iguais, metade da do rectângulo. 



Cuidado!





1643



Seja L=(x,0). Então a altura do cilindro é 1/x.

Perímetro da circunferência da base do cilindro:

Área lateral do cilindro = perímetro da base x altura =

= área do círculo de raio







Fermat e áreas

Área, A, entre a curva e o eixo das abcissas entre a origem e 











Esta é a soma superior.

A inferior será

combinando com



Obtemos









Wallis procurava a razão entre o comprimento do segmento vertical 
do eixo das abcissas a um ponto da curva e a altura do rectângulo 

envolvente.

Para depois somar "muitas" dessas linhas...

Assim, foi conduzido a expressões do género

isto é,



tentou vários casos

e, em geral,



Wallis viu que, se o número de linhas fosse infinito, e preenchesse a 
área totalmente, a soma seria 1/3.

Intuiu a generalização para outros expoentes inteiros positivos

(n infinito)



Considerou ainda expoentes fraccionários. Em notação moderna, 
determinou o valor





P'R = PS/PR define nova curva, a'

Dada a curva a.

PS/PR = AC/AB P'R = ds/dx ou   ds = P'Rdx

Como a soma dos elementos tangentes ds dá o comprimento de arco 
entre M e N, obtém-se uma expressão em termos de área sob a curva 

a', entre M' e N'





Em notação moderna, se as abcissas de M e N são c e d, 
respectivamente:

Comprimento linear como área!





Em notação moderna, Barrow provou os resultados (conhecidos pelo 
seu nome):







O triângulo diferencial de Gregory.

Note-se a semelhança entre os triângulos da figura.



Gregory obteve, como Heuret, que o comprimento de arco é dado 
como a área sob uma curva:



Mas perguntou-se também se seria possível encontrar uma função 
cujo comprimento de arco estivesse numa relação simples com a área 

sob a curva definida por uma função conhecida. Isto é, dada y e a 
constante c, determinar u tal que  

Esta questão equivale a procurar uma função a partir do declive da 
sua tangente.

Gregory resolveu:





Cálculo infinitesimal - II











Newton e Leibniz criaram conceitos gerais (Newton a fluxão e o 
fluente, Leibniz o diferencial e o integral), relacionados com 

tangentes e áreas. Compreenderam a relação inversa presente e 
aplicaram estes conceitos na resolução de problemas difíceis da 

matemática.



Um Tratado sobre os Métodos de Séries e Fluxões, de 1671

Inspirou-se nas dízimas da representação decimal para a sua  
teoria das séries.





O habitual algoritmo da raíz quadrada dá, para  

Newton resolvia equações por métodos semelhantes. Vejamos um 
exemplo seu.



Newton toma y=2 como primeira aproximação a uma raíz. Fazendo 
então y=2+p, onde p é pequeno.

Substituindo, vem

Agora, o facto de p ser pequeno permite-nos desprezar os termos de 
maior grau...



Logo, y=2.1 é uma aproximação melhorada.

O próximo passo consiste em fazer p=0.1+q em

obtendo, após desprezar os termos quadráticos e cúbicos em q:

q=-0.0054

o que dá um novo valor para y=2.0946

E assim sucessivamente.



Newton alargou este método numérico às equações algébricas mais 
gerais. Por exemplo, para resolver em ordem a y a equação

Newton obtém



Newton inspirou-se na determinação da área do círculo à Wallis:

Mas, em vez de considerar os seus integrais como áreas sob uma 
curva particular, considerou-os como funções do extremo de 

integração.

Binómio



Newton concentrou-se no padrão dos coeficientes das potências de x, 
à direita.





Newton percebeu que estava aqui o Triângulo de Pascal



Redescobriu a fórmula dos coeficientes binomiais de Pascal

válida para n inteiro positivo

Como queria expoentes não inteiros, Newton interpolou e generalizou 
a fórmula de Pascal (que assim perde a sua interpretação 

combinatória)



Para além de n = 1/2, Newton considerou outros valores

E acabou por obter generalidade para o desenvolvimento do binómio





Fluxões

As suas duas grandes questões: 
1. Dado o espaço (em todos os instantes), determinar a velocidade;  
2. Dada a velocidade (em todos os instantes), determinar o espaço 

percorrido.





Usando a progressão aritmética 3, 2, 1, 0, obteve, primeiro 
(considerando polinómio em x)

Usando a mesma progressão, obteve depois  
(considerando polinómio em y)

Somando e igualando a nada:



Donde, por exemplo

Nota: Newton não parte de uma função, mas sim de uma equação da 
forma f(x,y)=0 em que ambos x e y são funções do tempo t.

E o que obtém é a equação diferencial satisfeita pela curva 
correspondente à equação dada:

















Newton calcularia este limite em poucos minutos. Quanto tempo 
demoram vocês?...

Muito fica por dizer sobre Newton, claro...



A grande obra de Newton.  
O Calculo Infinitesimal 

não se expandiu muito para  
fora da ilha.  

Por falta de publicações,  
pela sua dificuldade, ...









Por exemplo, dada a sequência 2, 3, 5, 9, 12

As diferenças serão 1, 2, 4, 3

E tem-se 12-2 = 1+2+4+3







Ao aplicar o seu método, o diminuendo aproxima-se cada vez mais de 
zero, pelo que se pode passar a somas infinitas.





diferentia 

summa



O Teorema da Transmutação

Da semelhança dos triângulos tiram-se muitas consequências.



Como aplicação, Leibniz calculou a área do quarto de círculo 
unitário, considerando a equação da circunferência  

centrada em (1,0) de raio 1.

Obtendo, após cálculos que omitiremos, 



Como conhecia

Somando, ou integrando, termo a termo obteve

Donde



Pra os seus d, diferenciais, Leibniz desenvolveu as regas da soma, da 
diferença produto, etc












